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Résumé

Le bioréacteur [3] obéissant & une loi de Monod et
d’équations s = D(sg — s) — (uis/(k + s))x, & = (us/(k +
s) — D)z, d’état (x,s) (s le substrat, x la biomasse), de
paramétres de Monod (fz, k) inconnus, (i = k& = 0), de
sortie mesurée y = s, soumis aux perturbations mesurées
w(t) = (D(t), s0(t)), est équivalent, via un changement
global de coordonnées sur 1’état étendu (s, z, i, k) & un
systéme d’ordre 4 de la forme X = A(y, w) X +b(y, w) avec
une équation de sortie de la forme C(y, w)X = d(y,w).
Ainsi, les estimations de ’état x et des paramétres (ji, k)
peuvent étre conduites simultanément grace a des tech-
niques linéaires classiques de moindres carrés récursifs. Des
simulations illustrent I'intérét de ’observateur non linéaire
ainsi obtenu.

1 Introduction

L’observation et I’identification des systémes non-
linéaires est un probleme majeur qui n’a pas encore trouvé
de solutions générales. La derniere décennie a été treés
fructueuse avec en particulier 'introduction des techniques
de construction d’observateur par linéarisation et injec-
tion de sortie [11, 13], les techniques grands gains [6, 5],
les observateurs par modes glissants [14]. Plus récemment
des travaux ont été effectués sur la bilinéarisation par in-
jection de sortie [8] et sur les classes de systémes affines
en I’état non mesuré [2]. L’identification des parameétres
d’un systéme nonlinéaire présente d’importantes simili-
tudes avec le probleme de 'observation : un paramétre
peut étre considéré comme un état dont la dynamique est
nulle.

Le but de cette note est de montrer, sur une classe
de bioréacteurs obéissant a la loi de Monod, l'intérét
de la question plus abstraite suivante et généralisant la

linéarisation par injection de sortie (voir aussi [8, 2]) : la
caractérisation des systémes & = f(z, u, w), y = h(x, u, w)
équivalent, via un changement sur ’état, a un systeme de
laforme X = A(y, w)X +b(y, w) et ol ’équation de sortie
admet la forme plus générale suivante C'(y, w) X = d(y, w).
L’intérét d’une telle forme canonique repose sur le fait que
des moindres carrés récursifs sont alors possibles pour es-
timer X et donc z.

La dynamique des systéemes biologiques et chim-
iques comporte souvent des cinétiques fortement non-
linéaires. Ces nonlinéarités concernent tant 1’état que la
parametrisation. Nous présentons ici des techniques de
construction d’observateur et d’identification pour une
classe de bioréacteurs étudiés dans [10]. Cette classe de
bioréacteurs présente un intéret tant au niveau de 1’ob-
servation — on ne mesure souvent que le substrat s et on
cherche & estimer la biomasse ¥ —, qu’au niveau de 1'iden-
tification — estimation des parametres de la loi de Monod

Dans la section 2, nous présentons cette classe de
bioréacteurs. La section 3 aborde I’estimation de la
biomasse x lorsque les parameétres de Monod (fi, k) sont
connus. L’identification des paramétres (fi, k) & partir de la
mesure de ’état complet (z, s) fait 'objet de la section 4.
Le probléeme simultané de "observation de la biomasse x
et de 'identification des parameétres (fi, k) & partir de la
mesure du substrat est traité dans la section 5. Enfin, dans
la section 6, des simulations viennent illustrer la conver-
gence des algorithmes d’estimations .

2 Le modele de bioréacteur

Considérons la classe de bioréacteurs qui a fait 1’ob-
jet d’une étude dans [10], décrite par les équations
différentielles suivantes :



e (4)

u(s) = .

Il s’agit d’un procédé de fermentation continu limité par
un seul substrat, ou z et s sont respectivement les con-
centrations de la biomasse et du substrat. D est le taux
de dilution, sq est la concentration d’entrée en substrat et
#(s) le taux de croissance cellulaire.

3 Observation de x

L’estimation de la biomasse x a partir du substrat s et
lorsque les parametres & et g sont connus, trouve plusieurs
solutions dans la littérature. Les techniques de grands
gains [10], de linéarisation par injection de sortie [9] sont
applicables a cette classe de réacteurs. Deux observateurs
trés simples peuvent étre mis en oeuvre comme dans [7], le
premier utilisant la passivité du systéme et la notion d’in-
variant chimique, le second est un observateur exponentiel
réduit par injection de sortie.

On remarquera cependant que ’observateur par pas-
sivité défini par

D(So—é)
T+s

(5)
(6)

ne dépend pas de la cinétique du systéeme. Quant & 1’ob-
servateur réduit de type Luenberger défini par :

W
Il

,.7f = z+4+1Is (7)
D= () D)2
+D(sp — 9) (8)

~ls(u(s)(1 ~ 1) = D)

il converge trivialement pour { > 1 mais nécessite la con-
naissance de la loi u(s).

4 Identification de k et [

Nous cherchons maintenant & identifier les parametres
cinétiques, I’état complet (s, z) étant supposé connu. Nous
avons donc deux parameétres & estimer, k et i (paramétres
de la loi de Monod), qui apparaissent non linéairement
dans les équations d’état. Nous allons ici présenter une
méthode inspirée de [4].

Reprenons 1’équation de la dynamique du substrat :
us

D(so—s)—k+sx

$ = (9)
En multiphiant de part et d’autre par k + s :
(k+s)s = D(k+s)(so—s)—jisx

Nous obtenons alors 1’équation :

k(s — D(sg — s)) + jise = sD(sg — s) — s$

qui dépend maintenant linéairement des parameétres.
Filtrons I’équation par un premier ordre. Cela revient a
multiplier I’équation par le noyau
(r,t) = M0 (12)
avec A positif, et a intégrer une fois pour 7 €] — oo, 1].
Apres filtrage, nous obtenons une équation linéaire par
rapport a k et [ :

B — o) +puslt) = pl) - 557 (13)
ou :
W), = —Aw; — As — D(sg — s) (14)
Wy = —AWy+ sz (15)
y = —Ay+sD(sg—s)+ %52 (16)

Nous pouvons alors appliquer les techniques clas-
siques. On pourra se référer a [15], pour I'estimation de
parametres par la méthode des moindres carrés récursifs
avec oubli exponentiel, et diverses variantes de 1’algo-
rithme.

Nous évoquerons ici la version simplifiée suivante ou
nous noterons W = (wy, ws) et p = (k, p)’

p = —aW (Wp-y) (17)
avec a > 0. Notons p = p — p Perreur d’estimation des
parametres. Sachant que nous avons p = 0, la dynamique
de Derreur s’écrit :

p = —aW'Wp (18)
L’algorithme précédent converge exponentiellement si et
seulement si il existe 7' > 0 et v > 0 tel que pour tout t,

t+T
/ W'Wdr > vy (19)
t
Cette version ne présente pas les inconvénients d’explosion
des gains lorsque les signaux mesurés ne sont plus assez
excitants.

5 Estimation simultanée de =z, k
et [

Nous étudions maintenant le cas ol seule la concentra-
tion du substrat est mesurée et ou la concentration en
biomasse et les paramétres de la cinétique sont a estimer.
Dans 5.1, nous présentons une méthode simple qui com-
bine les résultats des deux sections précédentes. Dans la
section 5.2, la distinction entre état et parametres dis-
parait : nous montrons comment par des changements de
variables biens choisis, on se rameéne au linéaire.



5.1 Estimation en cascade

L’observateur réduit (5) est indépendant des paramétres
et donc fournit une estimation de # qui peut étre directe-
ment utilisée dans la méthode d’identification de la section
4. Cette solution particulierement simple utilise pleine-
ment la structure particuliere de la classe de bioréacteurs.

5.2 Transformation globale en systéme
affine

Nous établissons ici un résultat de mise sous forme
affine. Notons que la forme affine obtenue ici constitue
une extension des formes affines considérées dans [8] et [2]
car la loi de sortie admet une forme plus générale. L’ob-
servateur correspondant est présenté avec un critére de
convergence.

Notons : 7 = (s, z, i, k), w = (D, so), h(Z,w) = s et

Dso — 5) - pu(s)e
(u(s) - D)

) = ; (20)
0
Le bioréacteur admet donc la forme 21 :
7 = [(Zw) (21)
y = h(Zw)

Soit le difféomorphisme global de RT* x IRT* dans
R : (u,v) = (u,g9(u,v) = ulog(v/a) + v) oll a est une
constante arbitraire. Nous noterons de maniére abusive
¢~ (u,w) lapplication qui & u € RY* et w € IR fixés
associe I'unique v € IR** tel que g(u,v) = w.

Introduisons les ensembles [ et J définis par : I =
{Z = (Zl,Zz,Zg,Z4),Zl > 0,70 > 0,725 > 0,724 > 0}
et J = {X = (Xl,Xz,Xg,X4),X1 e R X3¢ R+*,X4 €
RY*, Xy > X397 (X4, X1)}

Proposition 1 Le systéme (21) correspondant a la classe

de bioréacteurs peut se mettre sous une forme affine en
Uétat non mesuré :

X = A(y,w)X +bly,w) (22)
y = CyX (23)
par le diffeomorphisme d’état global ¢ de I dans J : 7 =
s klog (s £ ) + s
Tl 5 X =¢2) = fi(x + s) (Smaz
z i
k k

est une constante positive arbitraire) , ou A, b et C sont
données par les formules suivantes :

y = s (24)
a(y,w) —1 s 0
0 —-D Dsy 0

Aly,w) = 0 0 0 0 0 (25)
0 0 0 0

as(y, w)
bly,w) = 8 (26)
0
1
0
Cly) = 0 (27)
—log(s"iw)
D(sg —s)
alyw) = 2B =9 (28)
! tog ()
as(y,w) = —M D(syg — s 29
(y,w) log(s;m)Jr ( ) (29)

Preuve : Il suffit de dérouler les calculs.
Nous pouvons alors construire I’estimateur suivant in-
spiré des techniques moindres carrés [6] :

X = Aly,w)z +bly,w) (30)
P71 (y)(C(y) X —y)

P = —0P— Ay, w)P — PA(y, w)
+C'(y)C(y) (31)

Un tel observateur converge tant que P > vl avec
v > 0 (critére de persistence). La preuve est immédiate
avec 'introduction de la fonction de Lyapounov V()N() =
X'PX.

Plus généralement nous avons :

Proposition 2 Soit un systéme nonlinéaire (21)
équivalent par difféomorphisme global a un systéme affine

en l'état non mesuré :

X = Ay, w)X + by, w) (32)
d(y,w) = Cly,w)X (33)
alors Uobservateur de la forme :
X = Aly,w)X +b(y,w) ) (34)
—P~HC(y, w)(Cy, w) X — d(y, w))
P = —4p-— A'(y,w)P — PA(y, w)
+C'(y, w)C(y, w) (35)

est convergent si les signauz y et w sont persistents, c’est-
a-dire tels que P > vig avec v > 0 .

Preuve : la démonstration de la convergence | repose

aussi sur l'introduction de la fonction de Lyapounov :
V(X) = X'PX, avec X = X — X. D’autres critéres de
convergence peuvent étre déduits de [1, 12].



6 Simulations

Les simulations présentées correspondent a 1’évolution
de l'observateur avec une concentration en substrat en
entrée constante sy et un débit constant D.

Nous reprenons les données numériques de Iarticle [10] :

g = 1.25h71
k= 027gL71
s = bgL7!
D = 1h7!

Les figures 1, 2 et 3 illustrent la synthése de I’observa-
teur par transformation en systéeme affine. Les figures 1
et 2 représentent les parametres et leurs estimations. La
figure 3 représente ’estimation de la concentration de la
biomasse.

Pour les simulations nous avons pris § = 10.

Nous constatons que malgré les erreurs importantes de
conditions initiales, ’observateur par transformation affine
converge avec un taux de convergence plus grand que la
dynamique du systéme (environ 4h ). Nous constatons que
la convergence des estimations est trés satisfaisante pour
le parameétre i et la concentration en biomasse x, mais que
I’estimation pour le parametre k échappe temporairement
a la contrainte physique £ > 0.

Cette derniére constatation souléve le probleme de la
construction d’observateur dont les estimées satisfassent
les contraintes physiques du systeme.
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7 Conclusion

Dans cette note nous étudions le probléme de I’estima-
tion de la concentration en biomasse d’un fermenteur ainsi
que de I'identification des parametres de la loi de Monod
a partir de la mesure du substrat. Un rappel bref des
méthodes existentes anticipe la contribution principale,
le fait que cette classe de bioréacteurs est équivalente a
un systéme affine en 1’état par un difffomorphisme global
non trivial et dont la loi de sortie est linéaire en ’état
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mais nonlinéaire en la sortie. A notre connaissance la car-
actérisation de tels systémes reste un probléme ouvert.

Par ailleurs cet exemple pose le probleme du respect par
les estimées des contraintes physiques du systéme comme
le respect des contraintes de 1’état lors de la syntheése d’un
controleur.
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