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La boite a photons du LKB

@ Trois regles fondamentales

@ Physique simplifiée et modele de Markov

@ Convergence de la chaine de Markov (complément)

e Etats quantiques, opérateurs, mesures et produit tensoriel
@ Bra, Ket, états purs et états mixtes
@ Opérateurs et équation différentielle de Schrodinger
@ Mesures et réduction du paquet d’ondes
@ Systémes composites et produit tensoriel

e Le qubit

@ Qubit : systéeme a deux niveaux

@ Mesure projective d’'un qubit

@ Compléments : manipulation d’'un qubit et oscillations de Rabi
@ Compléments : matrice densité d’un qubit et sphére de Bloch

o n-qubit : prototype de systéme composite
@ Produit tensoriel
@ Mesure sur un 2-qubit

o Oscillateur harmonique
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Trois régles fondamentales

@ Schrodinger : fonction d’onde |+)) € H (entrée u)

d .
EW):—%HW), H = Hy + uH,,

@ Origine de la dissipation : reduction du paquet d’ondes induit par la
mesure de 'observable O de décomposition spectrale >° A, P, :
e résultat de la mesure . avec proba.. P, = (¢| P, |¢)) dépendant de
|1) juste avant la mesure
@ action en retour de la mesure si u = y (sortie y) :

Py |v)
[9) = [9), = ===
RVACLAD)
© Produit tensoriel pour les systémes composites (Sy, S) :
o Espace de Hilbert H = H1 ® Ho
o Hamiltonien H=H{® I, + Hins + I1 ® H»
@ Observable locale sur S, (uniqguement) : O = 1 ® O.

1. S. Haroche and J.M. Raimond. Exploring the Quantum : Atoms, Cavities and
Photons. Oxford Graduate Texts, 2006.
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La boite a photons du Laboratoire Kastler-Brossel (LKB) de 'ENS Paris

Les photons piégés entre les deux miroirs de la cavité C sont mesurés avec
des atomes (les petits anneaux couleur rose foncé) sortant de B. Les atomes
traversent I'un apres l'autre la cavité C. lls sont manipulés individuellement
avant et apres leur passage dans la cavité dans Ry et R.. lls sont mesurés
par le détecteur D soit dans un état de basse énergie |g) soit dans un état de
forte énergie |e).
Serge Haroche a regu le prix Nobel de Physique en 20122 pour ses travaux
sur la boite a photon(s) (électro-dynamique quantique en cavité).

2. Prix partagé avec le physicien américain David Wineland du:NIST.
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Physique simplifiée : le systéme composite cavité (S) et atome (M)

Systeme bipartite (S, M) :

@ S les photons piégé dans C :

Hs = {|v) =3 ovnln) | (¥n)X, € P(C)}, avec |n) état de Fock avec
exactement n photons.

@ M l'atome : un systéme a deux niveaux, un niveau bas |g) et un niveau
haut |e) ; Hy = C? avec comme base orthonormée (|g), |e)).

Les atomes sortent de B dans I'état |g) au rythme d’un atome par période .
Entret=0%ett=7"":

@ at=0":unatome sort de B dans I'état |g) € Hu
@ at=t :latomeestentre Ry et C

@ at=1{;:latome estentre Cet R>

@ at=1t :latomeestentre Rx et D

@ at= 7" l'atome est mesuré dans D;

At =71, 'atome quitte D juste au moment ou un autre atome préparé en |g)
sortde B
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Physique simplifiée : les évolutions unitairesde t =0T at= 7"

Létat W), € Hs @ Hum alinstant t évolue selon :
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|\U)0+ = [1h)gr @ |g) OU |¢)y+ € Hs est I'état des photons piégés dans C
at=0".

W), = Ur1) [W)g. = 5[} @10) + J5 [¥)g: © |e) car dans A la
manipulation ne porte que sur I'atome avec le propagateur
U(r1) =1 Ug, = J5(1gXgl + leXgl — Ig)el + |e)el).

V), = U(r) V), = €' 2N [$)or ®19) + o3V [$)or @ 1€);
intrication cavité/atome : hamiltonien H = Qg N & (leXe| —|gXgl)
(N =3, |n)n|) produisant un propagateur de la forme

[ %)
U(re) = e 2" @ e)e| + e'2" @ |g)(g| avec 6 = [T Q(t)at.

W), =1sin (§N) [1h)o. @ |g) + cos (§N) [1)o. @ |e) car I'évolution dans
R> est la méme que celle dans Ry @ [V)  =1® Ug, |V), (U, = Ug,).



Physique simplifiée : mesure en

Il ne se passe rien entre Az et D, donc V) __ = |¥) . On part de
[V)or = [1)o+ ®19)- Juste avant la mesure de o, = |e>(e| lg)Xg| en Don a

V). = (Mg |1/1>o+) ®19) + (Me U)o+ ) ®|e)
avec My = 1sin (§N) et M, = cos (4N). La réduction du paquet d'ondes juste

aprés la mesure en t = 7+ donne :

M, ,‘/} o+ 1A .
vy — { g\Iﬁ @|g), avec la probabilité py = <¢|M§Mg|w>o+

Me\‘ﬁ”* ®|e), avec la probabilité pe = <zz;|M,1.Me|1/J>0+

Ainsi V) _, = |¢) . ® |u) (1= g ou e) est de nouveau un état séparable avec

Mel) o+

My|) o+ I
V) .+ = %, avec la probabilité py = <¢|/\/@Mg|¢>o+
T et avec la probabilité pe = <z/z|M$Me|z/}>0+
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Chaine de Markov et trajectoire quantique

On note avec un indice k I'état des photons en t = k7, pour k € N.
Pour les états purs, on a la chaine de Markov d’état le vecteur d’onde |¢)) :

My|9) i _ i
ey = mk, avec la probabilité pg x = <w|MgMg|¢>

k ki
Mol avec Ia probabilté pe = (|MiMe|y)

K
Pour les états arbitraires et a priori mixtes on a la chaine de Markov d’état, la
matrice densité p :

_MopiMg - B ( T) _

Pt = tr(Mgpk,\,?), avec la probabilité pg x = tr ( Mgpx M} ) ;
Me Me A o )

"("/’:)W’ avec la probabilité pe x = tr (MepkMg) :

Partant d’'une méme condition initiale py, chaque réalisation donne une
trajectoire k — py différente, une trajectoire quantique (en temps discret).
Nous allons voir que chacune de ses trajectoires converge vers un état pur
[n)n|, un état de Fock. Des simulations de type Monte-Carlo permettent de
s’en rendre compte (script MATLAB QNDphoton . m).
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Résultats expérimentaux 2

Valeur moyenne du nombre de photons le
long d'une longue séquence de mesure:
observation d'une trajectoire stochastique

Une trajectoire correspondant au résultat initial n=5

o
1

\ Des mesures répétées A partir de la probabilité P,(n)
confirment n=5 inférée aprés chaque atome, on
déduit le nombre moyen de photons:

<n> = EﬂR(ﬂ) (6-10)

)

Sauts quantiques vers le vide dus &

Nombre moyen de photons <n>

\’M > I'amortissement du champ
5 U Premiére observation des
B e . ] .
trajectoires stochastiques du
ojection de champ, en trés bon accord avec les
. I'état cohérent |, prédictions théoriques (simulations

sur n=5 ) de Monte- Carlo. Voir cours

précédents).
0 ‘_,_VKLL_J}LLAJL
X T T

T T T T T
0 100 200 300 400 500 600 700
time (ms)

Une autre trajectoire expérimentale partant d’'un état cohérent a 3 photons

3. Source : Serge Haroche, Collége de France, notes de cours:2007/2008.
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"Preuve Lyapunov” de la convergence de la chaine de Markov

Avec My = sin(N/2), Me = cos(ON/2) et § /= irrationnel, on considére
_ MM,
PR = (M M,
Si po = |n)n|, alors px = |n)n| : chaque état de Fock est un point stationnaire.
Comme EE ({n|pk.1|n) \ pk) = (n|pk|n), chaque (n|pk|n) est une martingale 4.
Avec l'identité px? + (1 — p)y2 = (px + (1 — p)y)2 + p(1 — p)(x — y)?, on
montre que V(p) =1-3", <n|,o|n>2 est une super-martingale ® positive :
E (V(prs1) \ o) = V(pk) — Qpx) 0t Q(p) > 0 est donné par

.2 2 2
Q(p) = py(1 — pg) (Z (Slrers) _ e (e/2)) <n|p|n>2>

j avec ux = € {g, e} de proba. p,, x = tr (M, pxM}).

avec py, = 3., sin?(nf/2) (n|p|n).

Ainsi [£ (Q(px)) converge vers 0 et donc Q(px) converge vers 0 pour presque
toute trajectoire px. Or Q(p) = 0 ssi existe n € N tel que p = |n)n| car p est
aussi une matrice densité (p > 0, pf = pettr(p) = 1).

4. Son espérance est constante.
5. Son espérance décroit.
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Bra, Ket, états purs [)

H Hilbert de dim. finie d > 0, de base hilbertienne (|n))1<p<q -
Notations de Dirac : Bra (e| : co-vecteurs ; Ket |e) : vecteurs;
T : transposition hermitienne ;

d
W)=Y aln), |¥) = (= an . YneC.
n=1

Etat quantique pur : [¢b) de longueur 1 = ([ = 3, [vn[2.

Le produit hermitien : (V[¢) = 3=, ¥5én; (V1) = (¥]6)" = (9lv).
Projecteur orthogonal P sur le sous espace vectoriel de base

hilbertienne (|¢1) , ..., [¥p))

P =" [tb)txl-
p
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Etats mixtes, opérateur densité p

Un mélange statistique d’états purs ne peut pas étre décrit avec des
moyennes portant directement sur des vecteurs appartenant a la sphere
unité de H (prendre H = C?, |1) = cos(2kn/3) 1) + sin(2kx/3) |2),

k =0,1,2 de probabilité 1/3)

P moyenne sur les projecteurs orthogonaux associés aux états quantiques

purs (p = 3 (|1 )(e1] + [v2)(vba| + [¢s)¢a])) :
D={pecL(H,H)|pl=p, p>0, tr(p)=1}.

p diagonalisable en base orthonormée. Pour un spectre non dégénéré :
p= an [Un)tnl, tr(p)=1= an«
n n

Pour un spectre dégénéré : p = >, p» Py ou Py est le projecteur orthogonal
sur I'espace propre associé a la valeur propre py .
tr (p?) < 1.Sitr(p?) =1 alors p est de rang 1 : p est donc un état pur [¢)}¢|.
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Opérateurs hermitiens

Un opérateur hermitien H : auto-adjoint pour le produit scalaire hermitien
H = H'.

Dans une base orthonormée, (|n)),=1, .. 4, €St associé a 'opérateur H la
matrice hermitienne (Hp, v )1<n.n<g avec Hy o = (n|H|N') € C :

H =" Hnn [nXn'|, H' = H signifie que Vn,n', H;, , = Hy n.

n,n’
H est diagonalisable en base orthonormée :
H=vAV!

ol V est une matrice unitaire VVi = VTV =Tet A = diag(hy, ..., hy) une
matrice diagonale formée avec les valeurs propres hy, ..., hy de H (h, € R).
Pour toutes fonctions R 5 x — f(x) € R, on définit 'opérateur hermitien f(H)
par la formule

f(H) = VF(A)VT
ou f(A) = diag(f(h), ..., f(hg)). Lorsque f(x) = 3", fxx¥ est un polynéme ou
une fonction entiere comme cos(x), e*, on retrouve le calcul usuel
f(H) =3, fi H avec une somme absolument convergente.
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Equation différentielle de Schrodinger et propagateur U

Equation différentielle de Schrédinger (: = v—1 € C, h = 1) associé a
Ihamiltonien H = H' :

% [), = —1H(t) |4), avec la condition initiale [¢),_, € H.
H indépendant du temps :

), =D _n(0)e™*" n) ot H=> hyln)n]|.

Si H dépend du temps : pas de solution explicite, [H(t), H(f2)] # 0 en

général.

L'évolution selon I'équation de Schrédinger préserve le produit hermitien
d
dt

ou I est la matrice identité et U(t) € U(d) le groupe des matrices unitaires

d x d. La solution de % [Y), = —1H(t) |1), de C.l. [¢),_o = |¢), est alors

) = U(D) [¢)q-

Pour H est indépendant du temps, on a U(t) = e~*". Sitr (H(t)) = 0 alors

det U(t) = 1 car & det U = —tr (H(t)) det U.

U(t) = —H(HU(t), U0) =1
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Equation différentielle de Liouville pour p

Léquation de Schrédinger d% [), = —2H(t) [1), donne I'évolution du systeme
fermé d’état pur initial |1),_, = |¢). Pour p(t) = |[¢)¢|, on voit que

p(0) = lo}el, p(t) = U(t)p(0)U'(D), %p(f)=—Z[H(f),p(t)]

ou [H, p] = Hp — pH est le commutateur de H avec p.
Si la condition initiale est un mélange statistique po = >, P« |dx)(d«| OU
>« Px = 1 et chaque |¢x) de longueur 1 avec

d
gt [Vk); = —tH(E) [Yk) e, VKD imo = [Pk)

alors p(t) = >, px |k )k, est la solution de I'équation différentielle
matricielle (équation de Liouville) :

&= —iH. (0], p(0) €D,

p(t) reste une matrice densité pour tout t > 0 et son spectre reste constant.
En effet, p(t) et p(0) sont deux opérateurs semblables : p(t)U(t) = U(t)p(0)
avec U~'(t) = U'(t).
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Mesures et réduction du paquet d’'ondes

A chaque mesure est attachée un opérateur auto-adjoint M (observable) de
décomposition spectrale : M = Zg,/:1 my P, . La mesure est instantanée.
La mesure de |¢)) donne alors m,, avec la probabilité (| Py |1) = tr (Pnp)
avec p = |¢)¢|. Réduction du paquet d’'ondes : si m,, alors, juste aprés la

mesure, I'état quantique n change en —~=¥) -
a 9 9 (| Py |4h)

Enrésuméona:
P [¥) Pr pPr
[9)s = i, =
VWP T (Pep)
ou [¢),, py correspondent & I'état quantique juste aprés la mesure.

La mesure répétée un grand nombre de fois du méme état quantique pur |1))
ou mixte p donne comme moyenne

avec proba. pp = (¢|Py ) = tr (P p).

d d
(M) =tr(Mp) = Z mwtr (Prp) = Z P (p) My

n'=1 n'=1

ou py (p) = tr (P p) est la probabilité d’obtenir la mesure m, . Comme
Yo Pr=TLonatr(p)=tr(p>, Pnv)=>,tr(Pvp)= >, pPn(p) =1.
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Systémes composites et produit tensoriel

Systeéme bipartite (A, B) : Hilbert de A seul noté A et du B seul noté B;
Hilbert de (A, B) H = A ® B, le produit tensoriel de A et B.

Structure hilbertienne sur # issue de celles sur A et B : bases hilbertiennes
(1na))1<n,<dg, sur A et (|np))1<n,<d, SUr B et (|na) @ |np)) sur . On note
souvent |ng) ® |Np) par |Na, Np) OU par [Nanp) :

H ) = Z Yna,ny |Na) @ |Np) = Z Yna,ny [nang) , Yng.n, € C.

Na,Np Na,Np

Le produit hermitien de |¢) avec |¢) = >_, |, ®n..n, [Nalp) :

(|d) = > p. n, ¥ha s Prany- INdEpENdant des bases orthonormées sur A et B.
Intrication de ) € A ® B ssi il n’existe pas de |¢,) € A et de |ip) € B tels
que ) = [1a) @ |vp). Pour un tel |¢), il n’est pas possible de définir un état
partiel et pur ni pour le sous-systeme A, ni pour le sous-systeme B. On parle
aussi d’état |¢)) non séparable entre A et B. C’est un peu comme une fonction
scalaire de deux variables f(xz, Xp) qui n’est pas a variables séparables, i.e.
de la forme f(xa, Xp) = fa(Xa)f(Xp)- En général, une fonction scalaire de deux
variables x; et x, n'est pas la multiplication d’une fonction scalaire de x; seul
par une autre fonction scalaire de x; seul.
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Produit tensoriel d’opérateurs

Prenons maintenant un opérateur H, sur A et un opérateur Hp sur B. Alors

H, et Hp, se prolongent sur H avec Hy @ I, et I, ® Hp (15 et I sont les
opérateurs identité sur A et B) :

(Ha®I[b |w ana ana|na>®|nb>
Na,Np

(Ta ® Hp) [¥)) = > ¥nny [Na) ® Hp o) -

Na,Np
Par abus de notations on note

Hy=H,®1p, Hp=1,® Hp.

On peut aussi former 'opérateur H, @ Hj, défini par

(Ha @ Hp) [¢) = Z UnanyHa|Na) @ Hp [Np) -

Na,Np

P. Rouchon (Mines ParisTech)
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Systeme a deux niveaux et qubit

@ Bra (e| et Ket |o) : un vecteur |¢)) € C2 s’écrit |¢)) = a |0) + a4 |1)

avec ap, a4 € Cet
1 0
o=(o) m=(9)

1) amplitude complexe de probabilité : [ao|2 + |a;|? = 1.
@ Conjuguée hermitienne : (v| = [v)" = a5 (0| + aj (1]
@ Produit hermitien : [¢)) = ag |0) + a; |1), |¢) = by [0) + by |1), 0n a

(o) = agbo + ajb1.

@ La décomposition de l'identité I souvent notée 1 :
1 =10) (0] + |1) (1], plus généralement

1= 1) (1] + [92) (Y2

ou (J11) , [12)) est une base ortho-normée de C2.
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@ Opérateur hermitien : toute matrice 2 x 2 hermitienne G = G'
s’écrit
G = 90/0) (O] + g1[1) (1] + gl1) (O] + g"|0) (1|

avec 0o, 91 € R et g € C (intérét de cette notation : calcul de G |)
avec [¢) = ap |0) + a4 [1)).

@ La mesure de I'observable associée a G de I'état quantique
(qubit) |¢) = ap |0) + a4 |1) donne en moyenne la valeur :

(¥IGlY) = golaol® + g1|a1|? + 2R(gaoar)-
@ Matrices de Pauli (2 = v/—1)
ox = [1) (0] +10) (1], ay = +[0) (1] =2 [1) (O], 0z = —[0) (O] + [1) (1]
avec les relations de commutations :

0% =1, oyoy =107, ... permutation circulaire
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Mesure de o

@ Souvent on utilise les notations (|0), |1)) a la place de (|g), |e)) et
on parle de qubit.

@ La mesure de o, = —|0) (0] + |1) (1| sur le qubit
1) = 10 |0) + ¢ |1) donne

e soit —1 avec la probabilité |12
e soit +1 avec la probabilité [t |?.
@ Réduction du paquet d’onde : si on mesure
e —1 alors |¢)) devient |0);
e +1 alors |¢)) devient |1).

@ lllustration sur un ion piégé a deux niveaux électroniques |g) et |e)
via un état supplémentaire instable |f), un laser résonnant sur la
transition |g) <> |f) et un photo-détecteur captant les photons de
fluorescence de cette transition.
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Autre mesure comme celle de o

@ Soit le qubit d’état :

0) +11)
V2

La mesure de o, = —(0) (0| + |1) (1| donne 1 ou —1 avec comme
probabilité 1/2 a chaque fois. Ce qubit est dit intriqué vis a vis de
la mesure o.

@ La mesure de ox = [0) (1| + |1) (O] sur >f| ! donne toujours la
valeur +1.

@ La mesure de ox = (0) (1| + [1) (O] sur % donne toujours la
valeur —1.

Avec [+) = % et|—) = %
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Logique quantique avec une chaine d’ions

Des impulsions laser
appliqués
séquentiellement aux
ions de la chaine
réalisent des portes a un

, - bit et des portes a deux
O ) o
? O bits. La détection par
fluorescence
(éventuellement
précédée par une

rotation du bit) extrait

Beaucoup de problémes a résoudre pour
réaliser un tel dispositif.....

6. Source : Serge Haroche, College de France, 2006.
P. Rouchon (Mines ParisTech) Mécanique quantique
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Systemes a deux niveaux (spin 1/2)

Electron autour d’un atome dans I'état fonda-
e) mental |g) d’énergie Ey ou dans I'état excité |e)
U, d’énergie E.. Plus généralement, son état quan-
tique |+/) € C? est une superposition linéaire |)) =
Vg |9) +1e|€) qui évolue selon Schrédinger (4 et

|g) e dépendent de t).
Equation de Schrédinger pour le systeme isolé a deux niveaux :

mjt ) = H[e) = (Eele) (e] + Eg |g) (g]) )

ol H est 'opérateur Hamiltonien (auto-adjoint H' = H) correspondant
a I'énergie.

Lénergie est définie a une constante pres : H et H + w(t)/ ol w(t) € R est
arbitraire correspondent au méme systeme physique. Si |¢)) vérifie

hZ ) = H ) alors |x) = e™?() |¢) avec $9 = = vérifie aussi

1h3 |x) = (H+wl)|x). Ainsi pour tout 9, |1) et e=*? |+)) représentent le
méme systéme physique : la phase globale de I'état quantique |¢)) n'a pas de
sens physique et peut étre choisie arbitraire.
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Couplage a un champ électromagnétique classique

Avec une origine des energles telle que Ey (resp. Ee) devient —
E.— Eb

Eo—Ba (resp.
)eten posant Q=5 Eg la solution du systéme isolé
Vg ) = ") =

3(le) (el - |Q> (91) [4) est
V) = wgoe%m l9) + ’l/)eoe%m le).

Avec un champ électromagnétique variable classique décrit par u(t) € R,

i t
I'évolution cohérente (conservative) est toujours donnée par Schrédinger
mais avec I’'Hamiltonien controlé

Hi)  Q u(t)
h 2%t

Q
50z = 2 (le) (el - 1g) (g) +
Léquation de Schrédinger zhd% [) = H|y) s’écrit :

a()=206 ) 2C )

Vg
Les matrices de Pauli vérifient 02 = 1, 040 = 10, ,

—

“) 1) (gl + 1) (e])

SE

., avec
ox = |e) (9| +19) (e, oy = —]e) (g +|g) (el oz = |e) (€]

: el —19) (gl
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Matrices de Pauli et quelques exponentielles

af:/,axay:wz,...,avec

ox =€) (9l +19) (el, oy = —u|e) (g +1|g) (el oz = |e) (e] —|g) (g

Pour tout angle 6 € R

@ Comme e'/7x = cosf) + 1sin fo, (idem pour oy et o), la solution
de 1% [¢) = 2o |1) est

.t Q . (Q
V), = €72 72 )y = (cos (?t) —18in (%) Uz) [¥)o

@ Poura,8=x,y,z,a#0ona

—1
o ezé'crﬂ — e—z@ag Oors (ezeoa) — (ezega) T _ e—zGUa )

et aussi ,

20
e_?UD‘O'ﬁe?Ga — e—zHO'a o =0s eu%'a
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Approximation du champ tournant et moyennisation

Dans 1< 1) = (202 + Yox) 1)), on pose [¢h) = e~ 7 7% |¢) (passage au
repere d’interaction) pour éliminer le drift :

at Hin
1) = ge oo e o gy = it g

ot=le) (gl o~ =|g)(e|
—_——

—_——
— ugt ox t 1y .t Ox — W0y

avec '"f = +5e
Controle résonnant u = ue*¥ + u*e~*! avec u amplitude complexe
lentement variable ‘d%u‘ < Q|ul. L approximation du champ tournant

consiste a négliger les termes oscillant a la pulsation 2Q2 de moyenne
nulle (licite si |u| <« Q)

Hie  (ue® +u*\ . (utue®\ = uof+us
— =)0+ |— | R ——
h 2 2 2

Justification : application du théoreme de moyennisation.
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Systéme moyen et oscillations de Rabi

z% gy = WottuoT) o (ule){gl +ulg) (el)

5 5 9)
On suppose u = w,e"’ avec w, > 0 et 4 réel. Alors
*x __+ —
w = % (cos oy +sinfoy)

et le systeme oscille entre |e) et |g) avec la pulsation de Rabi % .
Comme (cos foy + sinfay)? = | et donc

wwrt

e~ 5 (cosbox+sinboy) _ nog (%) —sin (%) (cosfox +sinfoy),

la solution de & |¢) = =4 (cos fox + sinfoy) [¢) est
wrt - fwrt
|¢); = cos <?’ |g) —usin <?’> e le), quand |¢)y=19),

rt . I't
b =cos (5 ) le) —rsin (%5') ”la). quand o)y = Ie).
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Pulses 7 /2 et m, planification de trajectoires

On part toujours de I'état fondamental |¢), = |g) et on allume le laser

avec une amplitude u = +% complexe uniquement sur [0, T] (pulse de
longueur T). Comme

|¢) 7 = cos (er> ) + sin (er> &),
2 2
on voit que

@ siw, T == (pulse 7) alors |¢); = |e) et donc on bascule sur I'état
excité : absorption stimulée d’'un photon et passage a I'état excité.
Si on mesure I'énergie dans cet état on trouve toujours E.

@ siw, T = /2 (pulse 7/2) alors |¢)+ = (|g) + |e))/V2 et le
systeme est dans une superposition cohérente de |g) et |e). Sion
mesure I'énergie dans cet état, on trouve E4 une fois sur deux.
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Matrice densité et sphere de Bloch

On part de [¢)) = g |g) + e |€) qui vérifie 1hZ |1) = H|¢). On
considere le projecteur orthogonal p = |¢) (¢|, dit opérateur densité.
Alors p est un opérateur auto-adjoint > 0, vérifie tr (p) = 1, p? = p et
obéit a I'équation :

d H
EP = —ﬁ[ P
Pour un systeme a deux niveaux, on a I'écriture suivante

|+ xox + yoy + zo,

P= 2

avec (x,y, z) € R3 représentant le vecteur M qui évolue sur la sphére
de Bloch (longueur 1 car tr (p?) = x2 + y? + 22 = 1) :

d - L
—M = (ur'+ Qk) x M,
pr (ur'+ Qk)
une autre écriture de %p = —1 (2o, + Yox, p|. Alors u est la vitesse
de rotation instantanée autour de I'axe des x et Q2 celle autour de I'axe
des z.
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Représentation sur la sphére de Bloch d’'un systéme a deux niveaux

Si |y) vérifie ih g ) = H|y), alors le projec-
teur p = ) (Y| verlfle :
d

at :_%[Hap]
Pour |1) = 14 |g) + Ve €) :

) (0] = [vgl?19) (9] + vg¥s |9) (el
+1giele) (gl + el l€) (el

On pose x = 2R(¢gvs), ¥ = 23(vgvs), z =
[1he|? — |1bg|? et on obtient

B I+ Xox + yo, + Zo,
= 5 .
Le vecteur de Bloch M = x7'+ y7+ zk est sur la sphére unité de R3 :

.d d
/E |¢> = (%UX + Uy _UZ) |1/’> e dt (le + wy) +Wzk) M

Vecteur de Bloch M associé aux angles d’Euler(6, ¢) :
1) = €% sin (§) |g) +cos () |e).
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Systémes composites et n qubits

n fois

A

o n qubits : produit tensoriel C2 © C2 ... @ C? isomorphe & C2". Trés
différent du produit cartésien utilisé pour les systéemes classiques
et qui donnerait alors C2" :

@ La base d’'un systeme de 2 qubits :
0) ©@[0) =100), |0)®[1)=][01), [10), [11).
@ La base d’un systeme de 3 qubits :

|000), |001), |010), |011), [100), [101), [110), [111).
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Mesure du premier qubit

@ Mesure o, = —(0) (0| + |1) (1| du premier qubit d’'une paire de
qubits : 'opérateur de mesure G = 0, ® Iy
@ Sur la paire de qubits

1) = a00(00) + ao1 [01) + @10 [10) + aq1 [11)
la mesure de o, associé au 1er qubit donne en moyenne
—(laool® + lao1°) + (la1ol* + |a11|°)

i.e., donne soit —1 avec une probabilité |ay| + |ao1 |?, soit +1
avec une probabilité |aso|® + |ay1|?.
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On part de |1)) = agg |00) + ap1 |01) + @40 |10) + a1 |11).

@ Sila mesure de o, sur le 1er qubit donne —1, juste apres la
mesure, la paire de qubits est dans I'état

apo |00) + a1 [01) _ 0) @ (aoo 10) + o1 W)

Vlaool? + laot |2 V/laoo|? + |ao1[2

@ Sila mesure de o, sur le 1er qubit donne +1, juste apres la
mesure, la paire de qubits est dans I'état

ao[10) +ay¢ [11) 1) ® <a1o!0> + a1 |1)
Vlaol? + [ai[?

Vlaol? + [ai[?

@ Réduction (collapse) du paquet d’onde suite a la mesure de o :

interprétation de Copenhague.
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Oscillateur harmonique et états de Fock

Formulation hamiltonienne, oscillateur harmonique classique de pulsation w :

OH d oH w

Yy oy on _ 2 2
x x= =20 Hixop) = 5 (02 + ).

a* =P~ 0 AP~

N

Principe de correspondance et quantification : [¢), = (¢(X, t))xer avec
Jo [0, B)ax =13 H = LA(R,C); H = w(P? + X?) = —4-25 + $x2 ol

P= —\/LE% I'opérateur agissant sur [¢), et X = \/Lé

Léquation de Schrodinger

d B o . wo W 5

gt |t)) = —H |¢) est une EDP ZE(X’ )= —EW(X, t)+§x v(x,t), xeR.

Le spectre de H est non-dégénéré h, = w(n+ %), n € N : état propre associé
a nnoté |n), état de Fock a n photon(s). On note N = > n|n)n|, 'opérateur
nombre de photons : H = w(N + ).
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Opérateurs a et af, états cohérents |a)

Les états de Fock |n) sont construits a partir des opérateurs d’annihilation a
de création a' :

a=XtiP="tE a=Xx-P=

_ 9
=, N=a'a=> ninyn
n

|0) est caractérisé par al0) = 0 : 1o(X) = —z exp(—x2/2).
Les autres |n) s’obtiennent via a' [n) = +/n+1|n+1), a|n) = /n|n—1).
Pour chaque amplitude complexe a € C, I'état cohérent d’amplitude |a) est

7%Zf|”

La proba. p, d’obtenir n € N en mesurant N sur |«) suit une loi de Poison
pn = e~1°I*|a[27/n! et 'énergie moyenne est (a|N|a) = |a2.

Etats cohérents et états classiques : la solution de % [y = —H [¢) , de
condition initiale I'état cohérent d’amplitude o € C, [¢),_, = |ao), reste un
état cohérent d'amplitude oy = e *“!aq : [¢)), = €72 |ay). Comme

%at = —wway, en posant oy = x + ip, avec (x, p) € R? on retrouve les deux
équations classiques %x = wp, %p = —wX.
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