
UMPC Vendredi 10 avril 2015
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Contrôle des connaissances
Sujet donné par M. Mirrahimi et P. Rouchon

Les documents sont autorisés. Les accès aux réseaux internet et mobiles sont interdits. Le
but du problème est d’étudier une méthode de refroidissement d’un qubit en le couplant à un
oscillateur harmonique dissipatif.1

|e>

|g> κuc

uq

1

Soit un qubit couplé à un oscillateur avec
l’Hamiltonien dispersif

H0

~
= ωca

†a+
ωeg

2
σz −

χ

2
σza

†a

où a est l’opérateur d’annihilation, σz
l’opérateur de Pauli usuel, ωc, ωeg, χ > 0 sont
des paramètres constants. On ne rappelle
pas les produits tensoriels quand il n’y a pas
d’ambigüıté comme σza

†a ≡ σz ⊗ a†a.

Afin de contrôler l’état du système, nous allons appliquer des champs sur le qubit et
l’oscillateur. Cela revient à ajouter à l’Hamiltonien H0

H1(t)

~
= (uq(t)σ+ + u∗q(t)σ−) + (uc(t)a

† + u∗c(t)a)

où σ+ = |e〉〈g|, σ− = σ+
† = |g〉〈e|, uq(t) = ūqe

−i(ωeg−n̄χ)t et uc(t) = ūce
−i(ωc−χ/2)t, avec n̄

est un entier positif et ūq, ūc réel vérifiant 0 < ūq, ūc � ωc, ωeg, χ. De plus l’oscillateur est
dissipatif. L’état quantique est donc décrit par l’opérateur densité, noté ici ρ̃ et vérifiant:

d

dt
ρ̃ = − i

~
[H0 +H1(t), ρ̃] + κLa(ρ̃), (1)

où LB(ρ̃) = Bρ̃B† − 1
2B
†Bρ̃− 1

2 ρ̃B
†B et avec 0 < κ� ωc, ωeg, χ..

1. Démontrer que les valeurs propres de H0/~ sont données par{
n(ωc − εχ/2) + εωeg/2

}
n∈N,ε∈{−1,1}

et préciser les états propres associés en fonction de (|n〉)n∈N et (|g〉, |e〉) les états propres
de a†a et de σz, respectivement.

1Cette méthode de refroidissement a été testée expérimentalement dans: Geerlings, K.; Leghtas, Z.; Pop,
I. M.; Shankar, S.; Frunzio, L.; Schoelkopf, R. J.; Mirrahimi, M. & Devoret, M. H. Demonstrating a Driven
Reset Protocol for a Superconducting Qubit Phys. Rev. Lett., American Physical Society, 2013, 110, 120501-.
L’analyse mathématique de convergence est donnée dans: Mirrahimi, M.; Leghtas, Z. & Vool, U. Quantum
reservoir engineering and single qubit cooling IFAC Symposium on Nonlinear Control Systems (NOLCOS),
2013.
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2. Démontrer les relations suivantes

eitH0/~ae−itH0/~ = e−itωc(cos(tχ/2)I + i sin(tχ/2)σz)⊗ a

eitH0/~σ−e
−itH0/~ = σ− ⊗ exp(−it(ωeg − χa†a)) = e−itωegσ− ⊗

( ∞∑
n=0

eitnχ|n〉〈n|

)
.

3. On considère ici uniquement la dynamique conservative d
dt ρ̃ = − i

~ [H0 +H1(t), ρ̃]. Don-

ner cette dynamique dans le repère tournant avec H0/~, i.e., avec ρ = eitH0/~ρ̃e−itH0/~

au lieu de ρ̃ (on utilisera la forme d
dtρ = −i[A(t),ρ] où on explicitera l’opérateur

A = eitH0/~(H1/~)e−itH0/~ en fonction de uc(t), uq(t) et des opérateurs σ−, a)

4. Montrer que la moyennisation du premier ordre donne la dynamique approchée suivante:

d

dt
ρ = −iūq

[
σx ⊗ |n̄〉〈n̄| , ρ

]
− iūc

[
|e〉〈e| ⊗ (a+ a†) , ρ

]
.

5. En supposantH1/~ ≡ 0, écrire l’équation (1) dans le repère tournant avec l’Hamiltonien
H0, i.e., avec ρ = eitH0/~ρ̃e−itH0/~ à la place de ρ̃ (on utilisera la forme d

dtρ =

κLB(t)(ρ), où on explicitera l’opérateurB = eitH0/~ae−itH0/~ en fonction des opérateurs
σz, a)

6. Toujours en supposantH1/~ ≡ 0, montrer que la moyennisation du premier ordre donne
la dynamique approchée suivante::

d

dt
ρ = κL|g〉〈g|⊗a(ρ) + κL|e〉〈e|⊗a(ρ).

7. Montrer avec les question 4 et 6, que la dynamique (1) écrite dans le repère tournant ρ =
eitH0/~ρ̃e−itH0/~, peut être approchée par la dynamique suivante (dynamique effective
dans le repère d’interaction)

d

dt
ρ = −iūq

[
σx ⊗ |n̄〉〈n̄|,ρ

]
− iūc

[
|e〉〈e| ⊗ (a+ a†) , ρ

]
+ κL|g〉〈g|⊗a(ρ) + κL|e〉〈e|⊗a(ρ). (2)

8. Vérifier que ρ∞ = |g〉〈g| ⊗ |0〉〈0| est un état d’équilibre de (2).

9. Le but des questions 9a à 9h est de donner les étapes principales qui montrent que les
solutions t 7→ ρ(t) de (2) (avec une condition initiale ρ(0) = ρ0 arbitraire parmi les
opérateurs densités) convergent, lorsque t → ∞, vers ρ∞. On suppose dans toute la
suite que ρ(t) est une fonction très régulière du temps et que pour tout opérateur A,
Tr (ρ(t)A) est aussi une fonction régulière de t avec d

dt Tr (ρ(t)A) = Tr
(
d
dtρ(t)A

)
. On

considère les trois projecteurs suivants:

Π+ = |g〉〈g|⊗

(∑
n>n̄

|n〉〈n|

)
, Π− = |g〉〈g|⊗

(∑
n<n̄

|n〉〈n|

)
, Πc = |g〉〈g|⊗|n̄〉〈n̄|+|e〉〈e|⊗Ic.
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(a) Démontrer que Π++Π−+Πc = I, et que les produits deux à deux de ces opérateurs
de projection s’annulent. Montrer que [N ,Πν ] = 0 pour ν ∈ {+,−, c} et où
N = a†a.

(b) Démontrer la relation suivante:

d

dt
Tr (NΠ+ρ(t)Π+) = −κTr (NΠ+ρ(t)Π+)

− κn̄(n̄+ 1) Tr
((
|g〉〈g| ⊗ |n̄+ 1〉〈n̄+ 1|

)
ρ
)
.

(c) En déduire que Tr (NΠ+ρ(t)Π+) → 0 quand t → ∞. Expliquer pourquoi cette
convergence implique aussi que Tr (Π+ρ(t)Π+)→ 0 lorsque t→∞.

(d) Utiliser le fait que ρ† = ρ ≥ 0 et que Π+ est un projecteur orthogonal, pour en
déduire que Π+ρ(t) converge vers 0 quand t 7→ +∞.

(e) On suppose à partir de maintenant que Π+ρ(t) ≡ 0. Démontrer alors que ρc(t) =
Πcρ(t)Πc vérifie

d

dt
Tr (ρc) = −n̄κTr

((
|g〉〈g| ⊗ |n̄〉〈n̄|

)
ρc
)
.

(f) Utiliser le principe d’invariance de LaSalle2 pour montrer que si ρ appartient à
l’ensemble Ω-limite alors(

|e〉〈e| ⊗ |n̄〉〈n̄|
)
ρc
(
|e〉〈e| ⊗ |n̄〉〈n̄|

)
= 0.

(g) Écrire l’équation satisfaite par ρe =
(
|e〉〈e| ⊗ Ic

)
ρ
(
|e〉〈e| ⊗ Ic

)
dans l’ensemble

invariant Ω-limite et en déduire que ρe ≡ 0 dans cet ensemble Ω-limite.3

(h) En déduire que l’on peut restreindre la recherche de l’ensemble Ω-limite à celui des
ρ tels que ρ = ρ− = Π−ρΠ−. Décrire alors la dynamique de ρ− et conclure.

2Voici un résumé succinct du principe d’invariance de LaSalle en dimension finie. Soit d
dt
x = f(x) avec f

fonction C∞ de l’état x ∈ Rp (p > 0) et une fonction C∞ scalaire x 7→ V (x) non négative et infinie à l’infini. On
suppose que V est une fonction de Lyapunov, i.e. d

dt
V = ∂V

∂x
f(x) ≤ 0 pour tout x. L’ensemble Ω-limite est le

sous ensemble de Rp vers lequel les trajectoires convergent quelques soient les conditions initiales. Cet ensemble
est invariant par la dynamique. Il est caractérisé par l’ensemble des points x tels que drV/dtr = 0 pour tout

entier r > 0: en particulier cela veut dire que dV/dt = ∂V
∂x
f = 0 et aussi d2V/dt2 = ∂V

∂x
∂f
∂x
f + ∂2V

∂x2
(f, f) =

0. Bien-que l’on soit ici en dimension infinie, ce principe d’invariance reste licite avec des considérations
supplémentaires et hors programme portant sur la pré-compacité des trajectoires pour des conditions initiales
avec ”énergie finie” Tr (ρ0N) < +∞.

3Indication: utiliser le fait que l’opérateur densité ρ d’un oscillateur harmonique quantique amorti en
présence d’un champs constant, d

dt
ρ = −iūc[a + a†,ρ] + κLa(ρ), converge vers l’état cohérent |α〉〈α|, où

|α〉 = e−|α|
2/2 ∑

n
αn
√
n!
|n〉 avec α = −2iūc/κ.
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1. Comme a†a|n〉 = n|n〉, σz|e〉 = |e〉 et σz|g〉 = −|g〉, la valeur propre n(ωc−χ/2)+ωeg/2
(resp. n(ωc + χ/2)− ωeg/2) correspond au vecteur propre |e〉 ⊗ |n〉 (resp. |g〉 ⊗ |n〉).

2. Avec a†a = N , on a

eitH0/~ = eiωctNei
ωegt

2
σze−i

χt
2
σzN = e−i

χt
2
σzNei

ωegt

2
σzeiωctN

car N , σz et σzN commutent. Donc

eitH0/~ae−itH0/~ = e−i
χt
2
σzNei

ωegt

2
σzeiωctNae−iωctNe−i

ωegt

2
σzei

χt
2
σzN

= e−itωce−i
χt
2
σzNei

ωegt

2
σzae−i

ωegt

2
σzei

χt
2
σzN = e−itωce−i

χt
2
σzNaei

χt
2
σzN

= e−itωcei
χt
2
σza = e−itωc(cos(tχ/2)I + i sin(tχ/2)σz)a

où on a utilisé eiωctNae−iωctN = e−itωca, ae−i
ωegt

2
σz = e−i

ωegt

2
σza et aei

χt
2
σzN =

ei
χt
2
σz(N+I)a. De même

eitH0/~σ−e
−itH0/~ = e−i

χt
2
σzNei

ωegt

2
σzeiωctNσ−e

−iωctNe−i
ωegt

2
σzei

χt
2
σzN

= e−i
χt
2
σzNei

ωegt

2
σzσ−e

−iωegt
2
σzei

χt
2
σzN = e−i

χt
2
σzNeiωegtσzσ−e

iχt
2
σzN

= eiωegtσze−iχtσzNσ−

on a utilisé eiωctNσ−e
−iωctN = σ−, σ−e

−iωegt
2
σz = ei

ωegt

2
σzσ−, σ−e

iχt
2
σzN = e−i

χt
2
σzNσ−.

On obtient alors le résultat car e−iχtσzNσ− = eiχtNσ− et eiωegtσzσ− = e−iωegtσ− car
σzσ− = −σ−.

3. On a
d

dt
ρ = − i

~
eitH0/~[H1, ρ̃]e−itH0/~ = − i

~

[
eitH0/~H1e

−itH0/~,ρ
]

Comme

eitH0/~(H1/~)e−itH0/~ = uqe
itH0/~σ−

†e−itH0/~ + u∗qe
itH0/~σ−e

−itH0/~

+ uce
itH0/~a†e−itH0/~ + u∗ce

itH0/~ae−itH0/~,

on voit avec la question précédente que A(t) = eitH0/~(H1/~)e−itH0/~ est la somme
des quatre opérateurs suivants:

A(t) = uq(t)σ+ ⊗ exp(it(ωeg − χa†a)) + u∗q(t)σ− ⊗ exp(−it(ωeg − χa†a))

+uc(t)e
itωc(cos(tχ/2)I−i sin(tχ/2)σz)⊗a†+u∗ce−itωc(cos(tχ/2)I+i sin(tχ/2)σz)⊗a.
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4. Comme

uq(t)σ+ ⊗ exp(it(ωeg − χa†a)) = σ+ ⊗

eitωegug(t)
∑
n≥0

e−itnχ|n〉〈n|


on voit que le seul terme non oscillant dans la somme sur n correspond à n = n̄ car
uq(t) = ūqe

−i(ωeg−n̄χ)t. Donc le terme séculaire dans uq(t)σ+ ⊗ exp(it(ωeg − χa†a))
correspond à ūqσ+ ⊗ |n̄〉〈n̄|. De même, en prenant le complexe conjugué, le terme
séculaire dans u∗q(t)σ− ⊗ exp(−it(ωeg − χa†a)) correspond à ūqσ− ⊗ |n̄〉〈n̄|. On trouve
ainsi le premier terme en ūqσx ⊗ |n̄〉〈n̄| car σ− + σ+ = σx.

Comme

uc(t)e
itωc(cos(tχ/2)I − i sin(tχ/2)σz)⊗ a†

=
uc(t)

2

(
eit(ωc+χ/2) + eit(ωc−χ/2) − (eit(ωc+χ/2) − eit(ωc−χ/2))σz

)
⊗ a†

on voit que le terme séculaire est ūc(1 + σz)/2 ⊗ a† car uc(t) = ūce
−i(ωc−χ/2)t. Or

(1 + σz)/2 = |e〉〈e|. On en déduit le second terme en ajoutant l’opérateur hermitien
conjugué:

ūc|e〉〈e| ⊗ a† + ūc|e〉〈e| ⊗ a = ūc|e〉〈e| ⊗ (a+ a†).

5. On a B(t) = eitH0/~ae−itH0/~ = e−itωc(cos(tχ/2)I + i sin(tχ/2)σz) ⊗ a d’après la
première question.

6. On a

LB(t)(ρ) =
(

(cos(tχ/2)I + i sin(tχ/2)σz)⊗ a
)
ρ
(

(cos(tχ/2)I − i sin(tχ/2)σz)⊗ a†
)

−
(
(1− i sin(tχ)σz)⊗N

)
ρ/2− ρ

(
(1− i sin(tχ)σz)⊗N

)
/2

car

(cos(tχ/2)I − i sin(tχ/2)σz)(cos(tχ/2)I + i sin(tχ/2)σz) = 1− i sin(tχ)σz.

Ainsi la moyenne donne(
σz ⊗ a

)
ρ
(
σz ⊗ a

)
/2 + aρa†/2−Nρ/2− ρN/2

qui s’écrit aussi(
(|e〉〈e|−|g〉〈g|)⊗a

)
ρ
(

(|e〉〈e|−|g〉〈g|)⊗a†
)
/2+

(
(|e〉〈e|+|g〉〈g|)⊗a

)
ρ
(

(|e〉〈e|+|g〉〈g|)⊗a†
)
/2

−
(

(|e〉〈e|+ |g〉〈g|)⊗N
)
ρ/2− ρ

(
(|e〉〈e|+ |g〉〈g|)⊗N

)
/2

=
(
|g〉〈g| ⊗ a

)
ρ
(
|g〉〈g| ⊗ a†

)
+
(
|e〉〈e| ⊗ a

)
ρ
(
|e〉〈e| ⊗ a†

)
−
(

(|e〉〈e|+ |g〉〈g|)⊗N
)
ρ/2− ρ

(
(|e〉〈e|+ |g〉〈g|)⊗N

)
/2

= L|g〉〈g|⊗a(ρ) + L|e〉〈e|⊗a(ρ)
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7. Comme d
dtρ = −i[A(t),ρ] + κLB(t)(ρ), les moyennes sont formées en sommant celles

des questions 4 et 6.

8. On a
[
σx ⊗ |n̄〉〈n̄|,ρ∞

]
= 0,

[
|e〉〈e| ⊗ (a + a†) , ρ∞

]
= 0, ainsi que L|g〉〈g|⊗a(ρ∞) =

L|e〉〈e|⊗a(ρ∞) = 0.

9. (a) Tous ces projecteurs sont de projecteurs orthogonaux sur des sous-espaces de
l’espace de l’Hilbert (qubit/oscillateur harmonique) qui sont eux même orthog-
onaux entre eux. Ils forment une somme directe orthogonal de l’espace de Hilbert.
On a aussi:

I = Iq ⊗ Ic = (|g〉〈g|+ |e〉〈e|)⊗ Ic = |g〉〈g| ⊗

∑
n≥0

|n〉〈n|

+ |e〉〈e| ⊗ Ic

= |g〉〈g| ⊗

(∑
n<n̄

|n〉〈n|

)
+ |g〉〈g| ⊗ |n̄〉〈n̄|+ |g〉〈g| ⊗

(∑
n>n̄

|n〉〈n|

)
+ |e〉〈e| ⊗ Ic

Π+, Π− et Πc commutent avec N car
∑

n<n̄ |n〉〈n|,
∑

n>n̄ |n〉〈n| et |n̄〉〈n̄| commu-
tent aussi avec N .

(b) On a d
dt Tr (NΠ+ρΠ+) = Tr

(
NΠ+

dρ
dt Π+

)
. Du fait que l’on regarde ici que les

composantes selon |g〉, on a

d

dt
Tr (NΠ+ρΠ+) = −iūq Tr

(
NΠ+

[
σx ⊗ |n̄〉〈n̄|,ρ

]
Π+

)
+ κTr

(
NΠ+L|g〉〈g|⊗a(ρ)Π+

)
= −iūq Tr

([
σx ⊗ |n̄〉〈n̄|,ρ

]
Π+NΠ+

)
+ κTr

(
L|g〉〈g|⊗a(ρ)Π+NΠ+

)
= iuq Tr

(
ρ
[
σx ⊗ |n̄〉〈n̄|,Π+NΠ+

])
+ κTr

(
ρL∗|g〉〈g|⊗a

(
Π+NΠ+

))
où L∗B(ρ̃) = B†ρ̃B − 1

2B
†Bρ̃ − 1

2 ρ̃B
†B. Or on a Π+NΠ+ = Π+N = NΠ+ et

aussi |n̄〉〈n̄|Π+ = Π+|n̄〉〈n̄| = 0. Donc
[
σx ⊗ |n̄〉〈n̄|,Π+NΠ+

]
= 0. On a aussi

L∗|g〉〈g|⊗a
(
Π+NΠ+

)
=
(
|g〉〈g| ⊗ a†

)
Π+NΠ+

(
|g〉〈g| ⊗ a

)
−
(
|g〉〈g| ⊗N

)
Π+NΠ+/2−Π+NΠ+

(
|g〉〈g| ⊗N

)
/2

= |g〉〈g| ⊗ a†
(∑
n>n̄

n|n〉〈n|

)
a−

(
|g〉〈g| ⊗

(∑
n>n̄

n2|n〉〈n|

)

= |g〉〈g| ⊗

(∑
n>n̄

n(n+ 1)|n+ 1〉〈n+ 1| − n2|n〉〈n|

)

= |g〉〈g| ⊗

(
−n̄(n̄+ 1)|n̄+ 1〉〈n̄+ 1| −

∑
n>n̄

n|n〉〈n|

)
.

D’où le résultat.

(c) Comme Tr (|g〉〈g| ⊗ |n̄+ 1〉〈n̄+ 1|ρ) ≥ 0, on voit que d
dt Tr (NΠ+ρ(t)Π+) ≤ −κTr (NΠ+ρ(t)Π+).

Avec le lemme de Gronwall, on a Tr (NΠ+ρ(t)Π+) ≤ Tr (NΠ+ρ(0)Π+) e−κt. Ainsi
Tr (NΠ+ρ(t)Π+)→ 0 quand t→∞ car Tr (NΠ+ρ(t)Π+) ≥ 0.
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Comme N ≥ 0 et Π+ρ(t)Π+ ≥ 0, cela implique que NΠ+ρ(t)Π+ 7→ 0. Comme

NΠ+ρΠ+ =
∑
n>n̄

n(|g〉〈g| ⊗ |n〉〈n|)ρ(|g〉〈g| ⊗ |n〉〈n|)

et pour n > n̄ chaque opérateur (|g〉〈g|⊗ |n〉〈n|)ρ(|g〉〈g|⊗ |n〉〈n|) ≥ 0, on voit que,
pour tout n > n̄ chaque opérateur (|g〉〈g| ⊗ |n〉〈n|)ρ(t)(|g〉〈g| ⊗ |n〉〈n|) 7→ 0, c’est
à dire que Π+ρ(t)Π+ 7→ 0.

(d) Comme Π+ρ(t)Π+ 7→ 0, on a Tr (Π+ρ(t)Π+) = Tr (Π+ρ(t)) 7→ 0. Mais Π+ ≥ 0 et
ρ ≥ 0, donc Π+ρ(t) converge vers 0 quand t 7→ +∞.

(e) On a

d

dt
Tr (ρc) = Tr

(
Πc

d

dt
ρΠc

)
= κTr

(
ΠcL|g〉〈g|⊗a(ρ)Πc

)
+κTr

(
ΠcL|e〉〈e|⊗a(ρ)Πc

)
car Tr

(
Πc

[
σx ⊗ |n̄〉〈n̄|,ρ

]
Πc

)
= 0 et Tr

(
Πc

[
|e〉〈e| ⊗ (a+ a†) , ρ

]
Πc

)
= 0. On a

ΠcL|g〉〈g|⊗a(ρ)Πc =
(
|g〉〈g| ⊗ |n̄〉〈n̄|a

)
ρ
(
|g〉〈g| ⊗ a†|n̄〉〈n̄|

)
− (n̄/2)

((
|g〉〈g| ⊗ |n̄〉〈n̄|

)
ρΠc + Πcρ

(
|g〉〈g| ⊗ |n̄〉〈n̄|

))
Donc

Tr
(
ΠcL|g〉〈g|⊗a(ρ)Πc

)
= (n̄+ 1) Tr

((
|g〉〈g| ⊗ |n̄+ 1〉〈n̄+ 1|

)
ρ
)

− n̄Tr
(((
|g〉〈g| ⊗ |n̄〉〈n̄|

)
ρ
)

= −n̄Tr
(((
|g〉〈g| ⊗ |n̄〉〈n̄|

)
ρ
)

car
(
|g〉〈g| ⊗ |n̄+ 1〉〈n̄+ 1|

)
ρ = 0 puisque Π+ρ = 0. On a aussi

ΠcL|e〉〈e|⊗a(ρ)Πc =
(
|e〉〈e| ⊗ a

)
ρ
(
|e〉〈e| ⊗ a†

)
− (1/2)

((
|e〉〈e| ⊗N

)
ρΠc + Πcρ

(
|e〉〈e| ⊗N

))
Donc

Tr
(
ΠcL|e〉〈e|⊗a(ρ)Πc

)
= Tr

((
|e〉〈e| ⊗N

)
ρ
)
− Tr

((
|e〉〈e| ⊗N

)
ρ
)

= 0.

Ainsi d
dt Tr (ρc) = −κn̄Tr

((
|g〉〈g| ⊗ |n̄〉〈n̄|

)
ρ
)
. On conclut avec |g〉〈g| ⊗ |n̄〉〈n̄| =

Πc|g〉〈g| ⊗ |n̄〉〈n̄|Πc car Π+|g〉〈g| ⊗ |n̄〉〈n̄| = Π−|g〉〈g| ⊗ |n̄〉〈n̄| = 0 et Πc|g〉〈g| ⊗
|n̄〉〈n̄| = |g〉〈g| ⊗ |n̄〉〈n̄|.

(f) On a donc d
dt Tr

((
|g〉〈g| ⊗ |n̄〉〈n̄|

)
ρ
)

= Tr
((
|g〉〈g| ⊗ |n̄〉〈n̄|

)
d
dtρ
)

= 0 ce qui donne,
avec des calculs similaires ceux de la question précédente et compte tenu du fait
que

(
|g〉〈g| ⊗ |n̄〉〈n̄|

)
ρ = 0 et Π+ρ = 0, que

Tr
((
|e〉〈e| ⊗ |n̄〉〈n̄|

)
ρ
)

= 0.

Donc
(
|e〉〈e|⊗ |n̄〉〈n̄|

)
ρ = 0 et on conclut avec |e〉〈e|⊗ |n̄〉〈n̄| = Πc|g〉〈g|⊗ |n̄〉〈n̄|Πc.
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(g) Comme
(
|g〉〈g| ⊗ |n̄〉〈n̄|

)
ρ = 0, on voit que ρe = |e〉〈e| ⊗ ξ où ξ est un opérateur

hermitien non négatif sur l’espace de Hilbert des photons et de trace ≤ 1. Comme(
|g〉〈g|⊗|n̄〉〈n̄|

)
ρ = 0 on a aussi

(
|e〉〈e|⊗|n̄〉〈n̄|

)
ρ
(
|g〉〈g|⊗|n̄〉〈n̄|

)
= 0. On en déduit

d
dtξ = −iūc[a+a†, ξ]+κLa(ξ). On sait que la trace est conservée par cette évolution
et donc que ξ converge vers Tr (ξ(0)) |α〉〈α| avec α = −2iūc/κ 6= 0 car ūc > 0.
Or Tr (|e〉〈e| ⊗ |n̄〉〈n̄|ρ) = Tr (|n̄〉〈n̄|ξ) = 0 et donc Tr (ξ(0)) Tr (|α〉〈α||n̄〉〈n̄|) =
Tr (ξ(0)) e−|α|

2 |α|2n/n! = 0. On a nécessairement Tr (ξ(0)) = 0, et donc ξ = 0.

(h) Pour ρ dans l’ensemble Ω-limite, Π+ρ = 0 et Πcρ = 0. Donc nécessairement
ρ = ρ−. On a aussi

d

dt
ρ− = Π−

d

dt
ρΠ− = −iūqΠ−

[
σx⊗|n̄〉〈n̄|,ρ

]
Π−−iūcΠ−

[
|e〉〈e|⊗(a+a†) , ρ

]
Π−

+ κΠ−L|g〉〈g|⊗a(ρ)Π− + κΠ−L|e〉〈e|⊗a(ρ)Π−.

Avec ρ = ρ−, on a |n̄〉〈n̄|ρ = ρ|n̄〉〈n̄| = 0 et donc
[
σx ⊗ |n̄〉〈n̄|,ρ

]
= 0. De

même
[
|e〉〈e| ⊗ (a + a†) , ρ

]
= 0 et L|e〉〈e|⊗a(ρ) = 0 car |e〉〈e|ρ = ρ|e〉〈e|. Ainsi

ρ = |g〉〈g|⊗ξ avec ξ un opérateur densité sur l’espace des photons qui vérifie donc

d

dt
ξ = κLa(ξ).

On sait que ξ converge vers |0〉〈0|. Ainsi l’ensemble Ω-limite se réduit au point
d’équilibre ρ∞. Ce point d’équilibre est donc unique.
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