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M2 Mathématiques & Applications
UE (ANEDP, COCV): Analyse et controle de systémes quantiques
Controle des connaissances
Sujet donné par M. Mirrahimi et P. Rouchon

Les documents sont autorisés. Les acces aux réseaux internet et mobiles sont interdits. Le
but du probleme est d’étudier une méthode de refroidissement d’un qubit en le couplant & un
oscillateur harmonique dissipatif.!

Soit un qubit couplé a un oscillateur avec

U
q I’Hamiltonien dispersif
H w
70 =weala + sg oy — gaztﬂa

Ue p ou a est lopérateur d’annihilation, o,
I'opérateur de Pauli usuel, we, weg, X > 0 sont
‘ des parametres constants. On ne rappelle
pas les produits tensoriels quand il n’y a pas
d’ambiguité comme o.ala =0, 2ala.
Afin de controler ’état du systéeme, nous allons appliquer des champs sur le qubit et
loscillateur. Cela revient a ajouter a I’Hamiltonien H

Hq(t
W) — (uy (e +u()o-) + (ue(t)al + u(t)a)
ott oy = le)gl|, o= = ot = |g)le|, uy(t) = e Wee ™0t et u.(t) = Gee™ @ X/t avec

est un entier positif et gy, 4. réel vérifiant 0 < g, Ue <K We, Weg, X- De plus loscillateur est
dissipatif. L’état quantique est donc décrit par 'opérateur densité, noté ici p et vérifiant:

d- i
P="%

dt [HO‘i'Hl(t)’m"i"%[’a(mv (1)

ot Lg(p) = BpB' — %BTBﬁ— %ﬁBTB et avec 0 < K <K We, Weg, X--
1. Démontrer que les valeurs propres de H(/h sont données par
{n(wc —ex/2) + ew‘?g/Q}neN,ee{—l,l}

et préciser les états propres associés en fonction de (|n))nen et (|g), |e)) les états propres
de a'a et de o, respectivement.

LCette méthode de refroidissement a été testée expérimentalement dans: Geerlings, K.; Leghtas, Z.; Pop,
I. M.; Shankar, S.; Frunzio, L.; Schoelkopf, R. J.; Mirrahimi, M. & Devoret, M. H. Demonstrating a Driven
Reset Protocol for a Superconducting Qubit Phys. Rev. Lett., American Physical Society, 2013, 110, 120501-.
L’analyse mathématique de convergence est donnée dans: Mirrahimi, M.; Leghtas, Z. & Vool, U. Quantum
reservoir engineering and single qubit cooling IFAC Symposium on Nonlinear Control Systems (NOLCOS),
2013.



. Démontrer les relations suivantes
etHo/hge=itHo/h — o=itwe (cog(ty /2)T + isin(ty/2)0.) @ a

[o¢]
¢tHo/hg o=itHo/h — 5 exp(—it(weg — XaTa)) = ¢ Mg @ (Z "X |n) <n\> )
n=0

. On considere ici uniquement la dynamique conservative 4p = —£[Ho+ H(t), p]. Don-
ner cette dynamique dans le repere tournant avec Ho/h, i.e., avec p = etHo/h pe=itHo/h
au lieu de p (on utilisera la forme % p = —ilA(t), p] ou on explicitera I'opérateur

A = tHo/h(FH | /R)e™"Ho/M en fonction de u.(t), uy(t) et des opérateurs o, a)
. Montrer que la moyennisation du premier ordre donne la dynamique approchée suivante:

d . e -
o= —itglow © 0l , p] —itc[le)e] @ (a+al) , p].

. En supposant H/h = 0, écrire I’équation (1) dans le repére tournant avec I’'Hamiltonien
Hy, ie., avec p = etHo/hpe=itHo/l 3 13 place de p (on utilisera la forme %p =
kLp()(p), ot on explicitera 'opérateur B = ¢itHo/hge—itHo/h

o, a)

en fonction des opérateurs

. Toujours en supposant H /A = 0, montrer que la moyennisation du premier ordre donne
la dynamique approchée suivante::

d
%p = nﬁ‘g><g|®a(p) + H£|e)(e|®a(p>'

. Montrer avec les question 4 et 6, que la dynamique (1) écrite dans le repere tournant p =
eitHo/ hpe—tH o/h peut étre approchée par la dynamique suivante (dynamique effective
dans le repere d’interaction)

4 p= ityfow  7){5]. o] — i) (e] © (a+ al) . )

+ kL)gy(glwa(P) + ELe)(e|za(P)- (2)

. Vérifier que p, = |g)(g| ® |0)(0| est un état d’équilibre de (2).

. Le but des questions 9a & 9h est de donner les étapes principales qui montrent que les
solutions ¢t — p(t) de (2) (avec une condition initiale p(0) = p, arbitraire parmi les
opérateurs densités) convergent, lorsque t — oo, vers p... On suppose dans toute la
suite que p(t) est une fonction tres réguliere du temps et que pour tout opérateur A,
Tr (p(t)A) est aussi une fonction réguliere de ¢ avec % Tr(p(t)A) = Tr (%p(t)A). On
considere les trois projecteurs suivants:

I = !g><g\®<z |n><n!> L= \g><g|®<z !n><n\> » e = [g)(g|@[n) (] +[e)(e|@ L.

n>n n<n



(a) Démontrer que I +I1_+1I, = I, et que les produits deux & deux de ces opérateurs
de projection s’annulent. Montrer que [N,II,] = 0 pour v € {4, —,c} et ou
N =ala.

(b) Démontrer la relation suivante:

T (NTL p()IT,) = 5 Tr (NTL p(1)TT,)
—rn(n+1)Tr ((lg){g| ® |n+ 1)(n+1|)p) .

(c) En déduire que Tr (NIl p(t)I1y) — 0 quand ¢ — oco. Expliquer pourquoi cette
convergence implique aussi que Tr (I p(¢)I11) — 0 lorsque ¢ — oo.

(d) Utiliser le fait que p’ = p > 0 et que II, est un projecteur orthogonal, pour en
déduire que II; p(t) converge vers 0 quand ¢ — +00.

(e) On suppose a partir de maintenant que I p(t) = 0. Démontrer alors que p,(t) =
II.p(t)I1. vérifie

%TI‘ (pc) = —nk'Tr ((|g><g| &® ‘ﬁ><ﬁ|)pc) :

(f) Utiliser le principe d’invariance de LaSalle? pour montrer que si p appartient &
I’ensemble Q-limite alors

(Ie)el @ [n)(n]) pc(le)lel @ |R)(n]) = 0.

(g) Ecrire I'équation satisfaite par p, = (le)(e] @ I.)p(|e)(e] ® I.) dans I’ensemble
invariant 2-limite et en déduire que p, = 0 dans cet ensemble Q-limite.

(h) En déduire que 'on peut restreindre la recherche de I’ensemble Q2-limite a celui des
p tels que p = p_ =1II_pll_. Décrire alors la dynamique de p_ et conclure.

2Voici un résumé succinct du principe d’invariance de LaSalle en dimension finie. Soit %z = f(z) avec f
fonction C*° de I'état = € R? (p > 0) et une fonction C* scalaire x — V' (z) non négative et infinie & I'infini. On
suppose que V est une fonction de Lyapunov, i.e. %V = %—‘; (z) < 0 pour tout z. L’ensemble Q-limite est le
sous ensemble de R? vers lequel les trajectoires convergent quelques soient les conditions initiales. Cet ensemble
est invariant par la dynamique. Il est caractérisé par ensemble des points z tels que d"V/dt"™ = 0 pour tout

. - . . 2
entier r > 0: en particulier cela veut dire que dV/dt = %—‘;f =0 et aussi d*V/dt* = %%f + gz‘z/ (f, ) =
0. Bien-que l'on soit ici en dimension infinie, ce principe d’invariance reste licite avec des considérations
supplémentaires et hors programme portant sur la pré-compacité des trajectoires pour des conditions initiales
avec "énergie finie” Tr (p,IN) < +o0.

3Indication: utiliser le fait que lopérateur densité p d’un oscillateur harmonique quantique amorti en

présence d’un champs constant, %£p = —itcla + a', p] + kLa(p), converge vers létat cohérent |a)(al|, ot
la) = e~ lal?/2 >om %m) avec @ = —2il¢/ k.
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1. Comme a'a|n) = n|n), azle) = |e) et a3|g) = —|g), la valeur propre n(w. —X/2) +wWeg/2
(resp. n(we + x/2) — weg/2) correspond au vecteur propre |e) ® |n) (resp. |g) ® |n)).

2. Avec a'a = N, on a

. . . wegt Xt xt gt
etho/ﬁ _ ezwctNez—2 L %50z N _ e —1 a'zN i crzezwctN

car N, o, et 0N commutent. Donc

GitHo/l g —itHo/h _ ,~i%0xN i%Flos jiwctN

. . wegt xt
5 e ae—zwctNe 0z 1% 0, IN

2 6 e

xt
z—azN

. . wegt . wegt xt . xt
— e—ztwce—z—ozN 7 5 crzae—z 5 crzez 5 O o IN — e—ztwce—z—azNae

= e itoegiog = e~ e (cos(ty/2)T + isin(ty/2)ox)a

. wegt . wegt
—i—%-o —i—£

. . ‘Xi‘t
zwctNae twetN = e 2 %q et ae'2

ofl on a utilisé e o=N

Xt o, (N+I)

e Weq, ae

e’z a. De méme

GitHo/h g —itHo/h iXouN ,i% oy jiwetN o —iwctN —i°F ox i% oz N

=e” o_e 2 %z
_ e—i%tazNei“eTgta-za_ e—iwzgto-zeix{a-zN —e z—O'ZN zwegtaza, ei%tcer
— eiwegto'ze—ixtcera,_
e s g 4 _jwegt ; wegl i Xt _ixt
on autiligé eWetNg_e=welN — o g ¢7173 % —¢l2 g g_ 29N = 715 %=Ng_
On obtient alors le résultat car e Xt%=Ng = ¢XINg  of elwestozg — g~iweslyg  car
0,0_ = —0_.
3. On a p ) )
_ itHg/h —itHo/h __ itHo/h —itHg/h
ap——ﬁe /[Hl,me / ——% e /Hle /,p
Comme

eitHo/h(Hl/h)e—itHo/h — U tho/ﬁ T —thQ/h ZeitH()/fLo__e—itHo/ﬁ

+ ucetho/haTeftho/h + u:etho/haeftho/hv

on voit avec la question précédente que A(t) = eHo/h(H | /h)e~*Ho/" est la somme
des quatre opérateurs suivants:

A(t) = uy(t)oy @ exp(it(weg — xa'a)) + Uy (t)o— @ exp(—it(weg — ya'a))
+ue(t)e™e (cos(ty/2)I —isin(ty/2) o) @al +ule™ " (cos(ty/2) I +isin(ty/2)oy ) Qa.



4. Comme
ug(t)oy ® exp(it(weg — xa'a)) = oy ® | e™5ug(t) Y " e ™X|n)(n|
n>0

on voit que le seul terme non oscillant dans la somme sur n correspond & n = n car
ug(t) = Gge” @™t Donc le terme séculaire dans u,(t)oy ® exp(it(weg — xa'a))
correspond a g0y ® |n)(n|. De méme, en prenant le complexe conjugué, le terme
séculaire dans u}(t)o— @ exp(—it(weg — xa'a)) correspond a Ggo— @ |71)(A|. On trouve
ainsi le premier terme en 4,0, ® |n) (7| car o— + o} = 0.

Comme
ue(t)e™ e (cos(ty/2)I — isin(tyx/2)o,) ® al
_ u2(t) <eit(wc+x/2) L itloex/2) _ (gitlotx/2) _ gitloex/2) g ) ® af
on voit que le terme séculaire est .(1 4+ 03)/2 ® al car uc(t) = Gee " @e=Xx/2t Or
(1+02)/2 = |e){(e|]. On en déduit le second terme en ajoutant I'opérateur hermitien

conjugué:
tcle)(e| @ al + tcle)(e] @ a = cle) (] ® (a + al).

5. On a B(t) = etHo/hge=itHo/h — o=itwe(cos(ty/2)1 + isin(ty/2)o,) ® a d’apres la
premiere question.

6. On a
Lpw(p) = ((cos(tx/2)I +isin(tx/2)oz) ® a)p((cos(tx/Q)I —isin(tx/2)o) ® aT>
— ((1 —isin(ty)oz) ® N)p/2 — p((1 — isin(tx)oz) @ N) /2
(cos(tx/2)I —isin(tx/2)oz)(cos(tx/2)I + isin(tx/2)o,) =1 — isin(ty)ox
Ainsi la moyenne donne
(a’z ® a)p(az ® a>/2 +apa'/2—Np/2—pN/2

qui s’écrit aussi

((ledel—ladg2a) p((ledel-lg}gh@at ) /2+((le) (el +Ig) (gh @a ) p( (e} (el +g) (g 2a' ) /2
= (el + lg)ah) © N ) p/2 = p((ledel + lg) (gl) © V) /2
= (l9) gl @ a)p(lg)gl @ a') + (le)el @ a) p(le(e] @ af)
= (el + 92 gl © N ) p/2 = p((ledel + lg) (g) © V) /2
= Lig)(glea(P) + Lieyelzalp)



7. Comme 4p = —i[A(t), p] + kL B(1)(P), les moyennes sont formées en sommant celles
des questions 4 et 6.

8. On a [0z ® |A)(7], pss] = 0, [le}(e| ® (a + al) , py] =0, ainsi que L) y0a(Poo) =
Liey(eloa(Poo) = 0.

9. (a) Tous ces projecteurs sont de projecteurs orthogonaux sur des sous-espaces de

I'espace de I'Hilbert (qubit/oscillateur harmonique) qui sont eux méme orthog-

onaux entre eux. Ils forment une somme directe orthogonal de ’espace de Hilbert.
On a aussi:

I=I,01.=(g){gl+le)e) @ I = |g){gl@ | D In)(n| | +le)(e|® I

n>0

= lg)(gl® <Z !n><nl> +lg) (gl @ [n) (] + |g)(g] ® (Z n><ﬂ|> +le){el® I,

n<n n>n

I, IT_ et I, commutent avec N car »
tent aussi avec INV.

(b) On a 4 Tr (NI pIl,) = Tr (NH+’2—€H+>. Du fait que 'on regarde ici que les

nen (0], Y sn [n)(n] et [7) (7] commu-

dt
composantes selon |g), on a

d . o
o Tr (NI pll}) = —itig Tr (N1 [0, ® |71) (7], p]I1)
+ 5 Tr (N1 Ligy gjza(p)IL)
= —itig Tr ([0z @ |7) (A, p]ILLNILy) + £ Tr (L) (g/0a ()L NIL;)
— iy Tr (p[o @ [7) (1], T NTL]) + 6T (pLly 1 0a (T NTL))

olt L3(p) = B'pB —L1B'Bp — 1pB'B. Or on a I, NTI, = II, N = NIIL, et
aussi |n)(n|Il4 = I |n)(n| = 0. Donc [0z ® |n)(n|, I NI ] = 0. On a aussi

0 oa (NI = (I9) (o] @ ' )ILNTL (|a) (9] © a)

~ (l9)(gl @ N)TLNTL /2 = T NTL (lg) (g @ N ) /2

= lg)g| @ af (Z n\n><nr> a~ (I9)gl @ (Z n2|n><nr>

n>n n>n

= lg)(g] ® (Z n(n+1)n+1)(n+1| - n2!n><n\>

= lg)gl® (-n(n + D+ D@ +1] - ZMW(HI) :

D’ou le résultat.

(¢) Comme Tr (|g)(g| ® | + 1)(R + 1|p) > 0, on voit que 4 Tr (NTL, p(t)I1;) < —x Tr (NTL; p(t)ILy).
Avec le lemme de Gronwall, on a Tr (NTL; p(t)I1;) < Tr (N1 p(0)I14) e~ **. Ainsi
Tr (NI p(t)I14+) — 0 quand ¢ — oo car Tr (NII, p(¢)I14) > 0.



(d)
()

Comme N > 0 et IT p(¢)II > 0, cela implique que NII; p(¢)II; +— 0. Comme

NILplLy = Y n(lg){g| @ [n)(n])p(l9) (9] © [n)(n])

n>n

et pour n > 7 chaque opérateur (|g)(g|® [n)(n|)p(lg)(g| ® |n)(n|) > 0, on voit que,
pour tout n > 7 chaque opérateur (|g)(g| ® |n)(n|)p(t)(lg){g| ® |n){n|) — 0, c’est
a dire que I1; p(¢)I14 — 0.

Comme IT; p(t)I14 +— 0, on a Tr (I1 p(¢)I1y) = Tr (114 p(¢)) — 0. Mais I14 > 0 et
p >0, donc II p(t) converge vers 0 quand ¢ — +0c0.
On a

d d
7 Tr(p,) = Tr <HcdtpHC> =rTr (Hcﬁ|g><g‘®a(p)ﬂc)+/ﬁ Tr (HC£|G><G|®a(p)HC)

car Tr (I [0, ® |n)(R|, p]IL;) = 0 et Tr (I:[|e){e| ® (a +al) , p]II.) =0. On a

Ly gloa(P)le = (19)(g] @ |n)(nla) p(19) (9] @ a'[n)(n])
— (1/2)((19)(g] @ 17) (1]) P11 + Tep (g} o] @ |7} (7l )

Donc
Tr (TeLjg)(glea(P)Ile) = (7 + 1) Tr ((l9)(g] @ |7 + 1)(7 + 1[) p)
—aTr (((I9) gl @ ) nl)p)
— =T (((l9) (gl @ ) () )

car (|g)(g| ®|n+ 1)(fi + 1|)p = 0 puisque I, p = 0. On a aussi

HeLie)elwa(P)e = (l€)(e] @ @) p(|e)(e] ® al)
— (1/2)((le)el & N)pll, + Tep(je) (¢ © N))

Donc

Tr (ITeLjey (e)0a (P)ILe) = Tr ((e)(e| @ N)p) — Tr ((le)(e| ® N)p) = 0.

Ainsi 4 Tr (p,) = —ra Tr ((|g) (9| ® [n)(n])p). On conclut avec |g){g| ® |n)(n| =
Ielg) (gl @ |n) ([Tl car Ty [g)(g| ® |n)(n| = T1_|g)(g| ® |n)(n| = 0 et Tl|g)(g| @
[n)(n| = [g){gl @ |n)(nl.

On a donc % Tr ((|9) (9| ® |7)(R]) p) = Tr ((l9) (9] ® |ﬁ)(ﬁ|)%p) = 0 ce qui donne,
avec des calculs similaires ceux de la question précédente et compte tenu du fait

que (lg){gl ® [7)(Al)p = 0 et L p = 0, que
Tr ((Je) (el © ) (7l p) = 0.

Donc (|e){e|® |7)(71]) p = 0 et on conclut avec |e)(e| ® |n)(n| = II.|g)(g| ® |n) (n|IL.

7



(2)

Comme (|g)(g| @ |)(7i|)p = 0, on voit que p, = |e)(e| @ & ol & est un opérateur
hermitien non négatif sur ’espace de Hilbert des photons et de trace < 1. Comme
(l9)(g|®|7)(n1]) p = 0 on a aussi (|e)(e|@|n)(n|)p(|g)(g|®@|n)(n]) = 0. On en déduit
%S = —itc[a+al, €]+KLa(€). On sait que la trace est conservée par cette évolution
et donc que £ converge vers Tr (£(0)) |a)(a| avec a = —2iu./r # 0 car u. > 0.
Or Tr(|e)(e| ® [n)(n|p) = Tr(|n)(n|§) = 0 et donc Tr(£(0)) Tr (je)(af|7i)(n]) =
Tr (£(0)) e~ |a)2" /n! = 0. On a nécessairement Tr (£(0)) = 0, et donc & = 0.
Pour p dans I’ensemble Q-limite, II.p = 0 et II.p = 0. Donc nécessairement
p = p_. On a aussi

d d
iP-= H,%pn, = —iugIl_[ox®|n) (7], p| - —iuII_[|e)(e|®(a+al), p]II_

+ AL Lyg)goa (P + KL Lie)c|oa(p)IT-.
Avec p = p_, on a |[n)(nlp = p|n)(n| = 0 et donc [op ® |7)(7i|,p] = 0. De

méme [le)(e| ® (@ +a') , p] =0 et Lieyelza(p) = 0 car |e)(e|p = ple)(e|. Ainsi
p = |g){g| ® & avec € un opérateur densité sur I'espace des photons qui vérifie donc

d
&E = rLa(§).

On sait que &€ converge vers |0)(0[. Ainsi 'ensemble Q-limite se réduit au point
d’équilibre p_,. Ce point d’équilibre est donc unique.



