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Résumé

Nous dtudions la stabilité du schéma de commande adaptative proposé dans
[Iandau, Lozano] dans le cas d'une moddlisation imparfaite uniquement i
caractérisée par le rapport bruit sur signal. Nousdevons pour cela modifier
ltalgorithme d'adaptation en y introduisant en particulier une projection
pour limiter le gain de l'opérateur d'adaptation. Nous supposons

E.e retard parfaitement connu.

Abstract : We study the stability of the model reference adaptive control
presented in [landau, Lozano We deal with mismodeling quantified in
terms of noise to signal rsno. The adaptation mechanism is modified
with in particular the introduction of a projection to limit the gain

of the adaptation operator. We assume the delay to be perfectly known.

Introduction
L'analyse de la stabilité des schémas de commande adaptative a été 1'objet
:{i'une recherche intensive ces dernitres années. Cependant la plupart

des résultats établis aujourd'mi le sont pour des systémes lindaires sta-
tionnaires d'ordre conmu soumis & des perturbations bien modélisées. De
nombreux progrés restent encore i faire pour rapprocher ce contexte
théorique des applications potentielles. En particulier pour étudier ce
qu'il se passe lorsque le systéme réel diffire du modle lindaire en ce
gu'il est d'un ordre plus élevé, contient des non lindarités ou est sujet

& des perturbations de structure ou d'état.

Ce problime a déja regu quelques é1éments de réponses dans le cas du temps
continu. Par une approche de Lyapounov, Ioannou et Kokotovic

[Toannou, Kokotovic] exhibent un domaine de stabilité pour un schéma
direct et lorsque les effets non modélisés sont des perturbations singu—
lidres. Dans [Kosut, Friedlander], Kosut et Friedlander utilisent la
passivité de la loi d'identification pour donner un théorime général de
stabilité robuste ; la vérification de ses hypothdses se traduit sur

1l'incertitude tolérée par une condition de type secteur conique dans la
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Telation entrée-sortie. Dans [Kreisselmeier], Kreisselmeier montre
1texistence de domaines stables pour un schéma indirect et sous des
hypothdses assez larges sur les effets non modélisés ; pour cela,

au contraire des précédents, il étudie séparément identification et
commande.

Nous allons étudié ici le cas du temps discret en retenant de ces trois
références : 1'intérdt de modifier 1'algorithme d'identification [Ioannou,
Kokotovie], [Kosut, Friedlander], la caractérisation des incertitudes
par une condition de type secteur conique [Kosut, Friedlander], et enfin
1'étude de la bornitude en séparant identification et commande
[Kreisselmeier]. Nous obtiendrons ainsi un résultat de bornitude globale
sous des conditions plus faibles et plus explicites que dans [Kosut,
Friedlander] et portant essentiellement sur une limitation du rapport
bruit sur signal. Notons cependant que nous demandons une connaissance
lparfaite du retard du systdme et que notre résultat est conditionns

?u\l fait que la loi de commande reste strictement causale.

Pour simplifier 1'exposé, nous présenterons notre résultat sur le schéma
‘ptoposé par lLandau et lozano dans [Llandau, Lozano]. Cependant l'outil
‘et les concepts présentés ici sont trés généraux et peuvent dtre
utilisés pour d'autres schémas [Praly 1], [Praly 2].

'Auchapitre II, nous caractérisons le type de systimes auquel nous nous
'intéressons. Au chapitre III nous décrivons le schéma et nous établissons
'sa propriété de stabilité. Enfin nous donnons notre conclusion au
‘chapitre IV.

|

Le Systene

Puisque la caractérisation d'un syst®me réel est impossible, nous nous
contenterons de définir une classe de moddles susceptible de l'englober.
Soit u(k), y{k) respectivement la commande et la sortie monovariable

du systdme. On définit un modéle linéaire en choisissant des entiers n,,

A
ny, d et des paramdtres a;, b, tels que la sortie #(k) de ce moddle
s'écrive o,

26) == & ayles) + 3 b, ulei-a) ™
i= F io *

La comparaison de cette sortie modéle & la sortie réelle donne le résidu
de modélisation :

wic) = y(k) - 9(x) ()

Les résultats connus aujourd'hui concernent le cas ou w(k) est nul




[Tandau, lozano], borné [Egardt], ou une moyenne mobile [Goodwin et al.].

Nous considérons ici le cas ollon a :

| el o, ®)

|
vk
'avec ‘
v(k) =0 ve=1) + Max{|y(e-1)|+|u(i=a)|,v} (4) |
‘ 0<a<1 , v>0 )

Bn effet ceci nous permet de considérer dans le méme formalisme le cas ol le
modd1e néglige des poles ou des zéros rapides, des non linéarités lindaire-
'nent dominées, ou autres perturbations additives bornées. Par exemple,

supposons qu'on ait :

wik) = a(nAH )y(k—nA-\ )tb(nBH )u(k.ns-d-w ) (6)
puisque
| (eny=1)] <o A ) (1)
=(ny+1)
fatemnymc-1)] < &) ®)

n aurait alors

w(k) a(n,+1) b(nB+1 )
RaAkont.n

<
n dans (3) donnerait une majoration des paramdtres négligés

a(n +), blag+).
Notons que la présence de u(k-d) dans (4) et non de u(k-d+1) imposera
une connaissance parfaite du retard d du systime. |

Rééerivoms (2) sous la forme suivante :

A () = 9B ale) + wix) (10)

u gt est 1topérateur de retard

-1 Y
A" = t=aa 4taq (11)
oy

s(q‘)—b +bq‘+...+BannB (12) ‘

[L'aypotidse complite que nous feron.s sur le systeme est la suivante :
| existe des polynomes en | inconnus A(q™'), B(q™') tels que :
- une borne supérieure de leurs coefficients est connue (Hi)
- B(q-1) est asymptotiquement stable (ce qui implique que b, est non
nul) ()

= lvl%}l <n (53)

ot w(k) est défini par (10) et v(k) par (4).
R :De E3 on déduit que pour tout entier 1, on a : |




w(e=1) |
|v§k; <ot

d e par moddle de référence

Procbdant comme dans [landau, Lozano], soit y'(k) la sortie dtun
oddle de référence et L'Z(q") un polyndine asymptotiquement stable.
on peut rééerire (10) sous la forme :

(13)

oy () = 2 0(ka) + s(a" k) (14)
ol - S(q-1) est un polyndme de degré (d-1) défini par
(@) = M) s@™) + R 4s)
|
|
| = @(k) est le vecteur
i 2()® = (a(i).e ulimdony +1 )y () oo y(immg)) (16)
avec
| = Max{n,-1, n, -d} (1)
| "R Al e,
|
| = p est un vecteur de paramdtre dont la premidre composante
: est b .
On a les propriétés suivantes :
1 = Les coefficients de S(a”') dépendent continuement de ceux de A(q"
On vérifie aussi qu'il existe une constante I telle que
| (utiliser m) :
S el (18)
(& Ign
2 - Les tes de p dé dent cont: des coefficients de
a(C"), B(¢""). Nous pouvons alors préciser 1'hypothese Ei de la

fagon suivante :
Im : 41 existe (0) et p conmus tels aue : [l-3(0)]| < og-

Le schéma proposé au paragraphe 4.1 de [Landau, Lozano] consiste alo:

TS &

définir une estimation $(k) de p A partir de (14), puis de calculer

la commande u(k) comme :
800)* @) = cy(a7") yM(esa)

ou encore en prenant le coefficient de u(k) unitaire :

t
%@(x) =,‘3—°(g ¢, (@) yMewa)

(19)

(20)

Cependant les caractéristiques du résidu w(k) imposent une modification




de 1la loi d'adaptation proposée dans [landau, Lozano]. Nous proposons
1'algorithme suivant :

a(k) = ¢ (@ () - 8(e-1)® @(k-a) 1)
fe) = ——28) (22)
B W) +2(kea)® B @(e-d) |

Ble-g) = Dkmt) + ge) B 2(k-d) B(k) (23) |

i Fk_% =B - elc) B, 0(e-a) o(k-a)® o, @s)
80) = 8(0) +1sm {1, 28D} (s0e)-50)) @) |

| lig-5)-30)

‘

| F_>F 1 (26)

‘ k k-2 ‘

\vec

| o<a<alk) <1 (27)

| o<u<ul) <K (28)

Cet algorithme differe de (52), (53) de [Landau, lozano] par la i
lbrésence de v(k) dans (22) et les opérations de projection (25) et de
jrégula.risntion (26). En particulier (26) signifie que F, doit 3tre
‘prise comme n'importe qu'elle matrice symétrique définie positive telle que:
1(26) est satisfait avec :

| 0 <A <Auin B < Aaax B < A (29)

‘Par exemple, on pourra prendre

i T R R Ry - (804 T (o)
I o<plk)<1- 2o (1)
i s

'La projection, quant & elle, assure la bornitude des paramdtres adaptés
conformément & 1l'hypothése Hi, en prenant :

To, <ple) <o, plent) - o) < o lplegpler)  (32)
3

Notons que cette opération limite le gain des opérateurs de gain infini
dénoncés par Rohrs et al. [Rohrs et al.] comme source d'instabilité.




Remarque : Par un choix judicieux de a(k) et p(k) on pourra toujours
trouver mne premidre composante b (k) de B(k) non mulle.

On a @

Théortme 1 :Si Hi, E5 sont satisfaites alors la suite f(k) définie
par (21)-(26) a les propriétés suivantes :

+ liaGed-sll < o5

IZ:V(Q,K),;-(' I_Eg;k—u +IyIgn

5 v@E), £ § BoCe-pemt )l <, + 11
k=4

=]

ou M, Moo Mg, Lp, L, sont des constantes positives indépendantes de 1,
en particulier :
L

2n =
o owet A JL = A, (140)
= —— 'L , n =Maxin,n }+d-1
L wz“mo s iU (33)

reuve : voir l'annexe A.

Si on utilise alors la loi de commande (20), on obtient la propriété
suivante pour les signaux d'entrée-sortie :

Théordme 2 : Si : . H2, H3 sont satisfaites.

i . la-suite B(k) satisfait I1 - I3.

‘* . la suite des bo(k), premidre composante de B(k)
satisfait :

|
! !
i T <% =

1‘ -1 solynsze C,(a” 1) est asymptotiquement stable et
; ¥ (k) est boméc,

i

!

Engs ¥n :Tn<n = u(k), y(k) sont bornées.
T est ici une fonction positive croissante de IS’ LQ, Lp, Mp, Hh'

preuve : voir l'annexe B.

Conclusion : Puisque T ne dépend pas de n, ce théorime permet de
déduire que :

pour un moddle inconmu mais fixé (A(d"'), B(<"1), $(0), po), pour un
algorithme d'adaptation fixé (g, a, u, M, As Ay #¥P), pour une




contrainte E4 fixde (uo), |
tous les systémes réels donnant un résidu de modélisation w(k)

satisfaisant H3 avec

auront des signaux d'entrée-sortie bornés.

De plus d'aprés I2, I3, on voit que si n est mul alors 8(k) et

[IpGc)-p (=1 )|l tendent vers 0. Ceci implique que 1'objectif de commande
est atteint asymptotiquement

o Y @)r"e)) =

e (34) (
\
|

(35)

En ce sens nous disons que le schéma déerit par (20)-(26) a une stabilité

robuste. Notons que ce résultat est conditionné au fait que la contrainte

‘BA soit satisfaite. Ceci n'est pas assuré par motre méthode.

‘ggnglusion '
INous avons analysé la stabilité du schéma de commande adaptative

|proposé dans [Landau, lozano], dans le das ok 1'écart entre le moddle

:et le systme est mal modélisé. Plus précisément nous avons montré la

bornitude des signsux entrée-sortie lorsque le rapport bruit sur signal

satisfait.
(o) |
v(o

<n

ot w(k) est cet écart, v(k) est un filtré du premier ordre de la norme
ides signaux entrée-sortie et n est déduit des caractéristiques du
'schéma. Pour cela nous avons di introduire des modifications dans
i1'algorithme d'adaptation. En particulier une opération de projection nous
‘permet de limiter le gain des opérateurs de gain infini dénoncés par
Rohrs et al. [Rokrs et al] comme sources d*instabilité. Ce nouvel
algorithme redonne le comportement normal du schéma lorsque 7 est nul.
Ceei nous permet de conclure A la robustesse de cette commande adaptative
par moddle de référence. Notons que dans cette Stude nous avons

supposé que le retard était parfaitement connu et que la loi de

commande obtenue restait strictement causale.

ANNEXE A
Résumé de la preuve du théoréme 1.

Définissons une suite V(k) de la fagon suivante :

V() = (30e)-p)® 7' (80 )-p) (a1)




‘e, (14), Hi, (21)-(26), (32) on peut déduire les relations suivantes :

) avlet) s B0 (e ) R 2
Vi) vou)*‘_g(k”(k_d)%k_'m_d) Q) Pge)e)®  (a2)

(k) < V(e3) (#3)

lI8Ge)-ell < p () +p, <0 +p, (a4)

bornitude de V (k).

|
(K4) donne directement I1 et utilisant (29) on conclut & la
Notons que de (4), (16) on peut obtenir
|
|

fote-adlt <75, n - ax fug,ng) + ot (15)
=
De plus de pa;t les nrnpriétes de la projection, on a:
1B )-8GeD < I3t -p0e1il 7 (16)
;Dn peut donc déduire I2, I3 de 1'inégalité de Schwartz et de :
i (i) 2 |
| (—H) < B ) < ‘\ (—&—U—lv(k) y @) ‘
D
A, a
| |l§(k-;—)-§(k-| o< —— 4,—{%‘— oF
o
3
|
'ANNEXE B }

|
Leme :Soit 9, 4; deux suites de réels positifs tels que :

ot Vi, 0<d, < (mi)u._1 M, 0<y<
b )
: ¥i, no: . <M+ (av-3
2 i n i‘wl o+ (@¥=d)ny
3
Alors :
ng<1-Y= & est borade
Preuve : D'aprés Li, on a :
n a n
<SCm (rep)) gy + (14 2 (0 (e ), (1)
=0 4 PR

n+

Mais @
Y + 95 < exp(y+g;-1) (82)




Dlou dtaprés I2 :

n
1nj(1wi)<§n“'j (exp 1) ®3)
avec
€ = exp - (1-v-n;) (84)
On en déduit
| < (oxp MXER 4 (148 100 )
[t < (o MXETT gl T, (85)
|Résumé de la preuve du thé 2

|
|12ze Stape : Représentation d'état du systdme boucls.

Reprenons  (10), (20),(21)

B(@") ule=d) = A ) - wk) (26)
(") y) = 8(e1)F @(k-a) + 3(k) ®7)
t
b—‘@_—d) o, @ o) =:4'f—;%§(k-d) (88)
o o
et posons &(k) 1le vecteur (sa premidre composante est mulle) :
b
o) = 1) - 2 o) ®9)
et y*(k) 1la suite
| (k) = cz(q") ) (810)
\Da (86), (87), (EE; on obtient
b k-1
6@ ) =iy v+ 80)'0a) « ale) ®11)
oy (e Dule-a) = 4 ;ﬁt_;;_ () + A" swlea)  (12)

' +a@)a0) - oy k)
On introduit alors le vecteur suivant

X(e)® = (vGe=1) wen y(omy) ulmdet) won u(oong))® (313)
avec

oy =mp +n+d, no= Hax{ncz, nA¢2d-lI + oy (814)




on peut réécrire (B11), (812) sous la forme :
x(k#) = (Fm‘k) X(k) + BY*(k) + EE(k) + GW(k) (815)

ol F est une matrice de polyéme caractéristiaue C,(d')B(),
oF,
ou a b(k-1), (2, coefficient de A")), B est une matrice dont

les éléments sont les coefficients 2 G est une matrice dont les

est une matrice dont les éléments sont des composantes de &(k)

1éments sont les coefficients de Cy(a™'),

E()® = (3(k) ... 3(k-n,)) ®16)
| b (k-1) b (k~1-n,)
10" - G ) e —;“Tk.T.:f) 7)) @17

o o

|
Wt = (k) . “leng ) (318)
]’Pﬂisq\xa F est asymptotiquement stable, il existe une norme telle que :
ket (e lam, Il Ge )l o) flzmCie) o ) ®19)
\nvac
i g < - (820)

i
2e étape : une indgalité sur v(k).

Dtaprés (B8) et er utilisant les définitions de X(k) et ®(k-d),
|

on a @
| o) < g (el ikl + y+el) @21
o
}D'oh en reprenant la définition (4) de v(k)
jv(k) <o v(e) + (1+ bo‘f:d‘)ﬂx(x)ll v+ |b°(:-d)| (822)
3e étape : utilisation du lemme.
Rassemblant (319) et (B22), on obtient le systime :
ke +ll < lsay) RGO + 0 82 vlimt) + 0,
(823)

v < 7 k@I + o vle) + ¥

ot utilisant les bornitudes données par (13), I1, I2, H4, on a :

Al" = llag ]l + 3 A.i (824)




o2 = e 12l o gl e25)

I3+ llpGe=a)l (826)
' |b°(k_d)l

u_ > (el +x, o2 (827)

M > PTLIGIY (828)

v o, Ge-a)|

Alors puisque § et o° sont strictement plus petits que 1, on
peut choisir y (fonction de £ et o) et 2 Py (fonction de
€, o et J) tels que Li soit établie avec :

2 ?,
| I e ) g s o g (829)
Par ailleurs d'aprds la définition de OF,, on a :
n n
T llarll < i+ Max o, N(+1) T sl (830)
1= 1<i<a i=jn
| s s
‘Mais on a aussi avec (89), (826) et I3 :
Ha(i ll< 3(e-1) E lpCe-1) = pe-2)ll (31)
k=jn,-d+#2
|
i < J(a-1 )[(M b(n «1-2)L L n)+(vl_j+1)LpLsn] (832)
‘De méme, de (B16), (13), I2, on peut cbtenir
n n
§ ol me 3 |2 @33)
i 1= Y4 o k=pm, 7 k&
| <t
| o [( L L n) + (o-341)L,L ] (834)

En faisant de méme pour "VE;3J|, on peut établir L2 avec :
k)
p = (4 ILL + (340 P—z) (4, 1 4:)] n (835)
ol M, M,, M; ne dépendent que de o, n,, "o, 4 et des coefficients

- = P.
de A(d™"), Cy(a™"). Reppelons aue P—‘ déeroit avee J et que J croit
aec W, dans It et ¥ daus B
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