
WA8 10~45 
T O W A R D S  A G L O B A L L Y  S T A B L E  D I R E C T  ADAPTIVE C O N T R O L  
S C H E M E  FOR K O T  N E C E S S A R I L Y  YISIXCY P H A S E  SPSTEYS 
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A B S T R A C T  

A d i r e c t   a d a p t i v e   c o n t r o l   s c h e m e   f o r   n o t  
n e c e s s a r i l y   m i n i m u m   p h a s e   s y s t e m s  i s  p r e s e n t e d .  
T h e   a l g o r i t h n   i s   b a s e d  o n  s i c u l t a n e o u s   i d e n t i -  
f i c a t i o n  o f  i n p u t   a n d   o u t p u t   p r e d i c t i o n   x o d e l s .  
T h i s   l e a t i s   t o  a b i l i n e a r   p a r a x e t e r s   e s t i m a t i o n  
p r o b l e r   f o r   w h i c h  a l e a s t   s q u a r e s   c r i t e r i o n  
r i n i c i z a t i o n  i s  p r o p o s e d .   T h i s   f r a r n e w o r l r   r a k e s  
i t  p o s s i b l e   t o   e s t a b l i s h  g l o b a l  c o n v e r g e n c e  
w i t h o u t   a n y   e x t r a   c o n d i t i o n .   7 e   g i v e   e x a m p l e s  
t o  i l l u s t r a t e   p r a c t i c a l   f e a t u r e s .  

I - INTRODUCTIOS 

N o w a d a y s   o n e   o f   t h e   m o s t   i m p o r t a n t   p r o b l e m   o f  
a d a p t i v e   c o n t r o l   t h e o r y  i s  t h a t   o f   d i r e c t  
a d a p t i v e   c o n t r o l   o f   n o n   m i n i m u m   p h a s e   s y s t e m s  
( s a m p l e d   c o n t i n u o u s   t i m e   s y s t e m s   f r e q u e n t l y  
a r e   n o t   m i n i m u m   p h a s e  [ 9 1 ) .  I t  m a y   b e   o p p o s e d  
t o   i n d l r e c t   a d a p t i v e   c o n t r o l   f o r   w h i c h   c o n d i -  
t i o n n e d   b o u n d e d n e s s   h a s   b e e n   e s t a b l i s h e d  [ 2 ] .  
T h i s   c o n d i t i o n n i n g   g e n e r a l l y   r e q u i r e s   t h a t   t h e  
i d e n t i f i e d   m o d e l   b e   s t a b i l i z a b l e   a n d   i m p l i e s  
c o n s t r a i n e d   i d e n t i f i c a t i o n   [ 3 1 .  We w i l l  h e r e  
s e e   t h a t ,   i n   d i r e c t   a d a p t i v e   c o n t r o l ,   n o n  
l i n e a r   i d e n t i f i c a t i o n  i s  s u b s t i t u t e d   f o r  
c o n s t r a i n e d   i d e n t i f i c a t i o n .  

T h e   p r i m a r y   p r o b l e m   o f   a d a p t i v e   c o n t r o l  
a l g o r i t h m  i s  t o   g u a r e n t e e   b o u n d e d n e s s   o f   b o t h  
i n p u t   a n d   o u t p u t   s i g n a l s .  To g e t   t h i s   d o u b l e  
p r o p e r t y ,   t w o   k i n d s   o f   i n f o r m a t i o n s   a b o u t   t h e  
c l o s e d   l o o p   s y s t e m   a r e   n e e d e d .   I n   i n d i r e c t  
a d a p t i v e   c o n t r o l   t h e y   a r e   g i v e n   b y   m o d e l  
p a r a m e t e r   e s t i m a t i o n   o n   t h e   o n e   h a n d   a n d  
c o n t r o l l e r   p a r a m e t e r   c o m p u t a t i o n   o n   t h e   o t h e r  
h a n d   [ ? I ,  [IO]. I n   d i r e c t   a d a p t i v e   c o n t r o l  
o f   m i n i m u m   p h a s e   s y s t e m s   t h e y   a r e   g i v e n   b y  
c o n t r o l l e r   e s t i m a t i o n   o n   t h e   o n e   h a n d   a n d  
k n o w l e d g e  o f  t h e   m i n i m u m   p h a s e   p r o p e r t y   o n  
t h e   o t h e r   h a n d  [ 4 1 .  F o r   d i r e c t   a d a p t i v e  
c o n t r o l  o f  n o n   m i n i m u m   p h a s e   s y s t e m s ,   t h e y  
w i l l  b e   g i v e n   b y   c o n t r o l l e r   p l u s   e x t r a  
p a r a m e t e r s   e s t i m a t i o n .  

I n  [ I ]  o r  [ 8 ] ,  t h e s e   e x t r a   p a r a m e t e r s   a r e  
t h o s e   o f   t h e   m o d e l .   H o w e v e r   t h i s   l e a d s   t o  
p a r a m e t e r   e s t i m a t i o n   b a s e d   o n  a b i l i n e a r  
o b s e r v a t i o n   e q u a t i o n .  A r e l a x a t i o n   m e t h o d  i s  
u s e d   t o   s o l v e   t h i s   p r o b l e m .  I t  c o n s i s t s   a t  
t h e   f i r s t   s t e p   i n  a c l a s s i c a l   l i n e a r   m o d e l  
p a r a m e t e r   e s t i m a t i o n   w h o s e   r e s u l t   i s   t h e n   u s e d  
a t   t h e   s e c o n d   s t e p   t o   l i n e a r i z e   t h e   b i l i n e a r  
o b s e r v a t i o n   e q u a t i o n .   T h i s  i s  i n   f a c t   v e r y  
c l o s e   t o   a n   i n d i r e c t   s c h e m e   w i t h   t h e   p r o b l e m  
o f  s t a b i l i z a b i l i t y   c o m i n g   i n .  

I n  [ j l  t h e   e x t r a   p a r a m e t e r s   a r e   t h o s e   o f  a 
p a r t i a l   s t a t e   p r e d i c t o r .   T h e   o b s e r v a t i o n   o f  
t h e   p a r a m e t e r s  i s  l i n e a r .   B u t  i t  o n l y   y i e l d s  
o n e   p i e c e   o f   i n f o r m a t i o n   a b o u t   t h e   s y s t e m .  
T h e r e f o r e  we t \ i n k   t h a t   w i t h o u t   a n y   p e r s i s -  
t e n c y   o f   e x c i t a t i o n   a s s u m p t i o n   o n l y   l o c a l  
s t a b i l i t y  may b e   a s c e r t a i n e d   ( h e n c e   s t a y i n g  
i n   t h e   v i c i n i t y   o f   t h e   t r u e   s y s t e m  i s  t h e  
s e c o n d   p i e c e  o f  i n f o r m a t i o n ) .  

H e r e  we i n t r o d u c e   a n   i n p u t   p r e d i c t i o n   m o d e l  
w h i c h   t o g e t h e r   w i t h   a n   o u t p u t   p r e d i c t i o n   m o d e l  
d e f i n e   a n   i m p l i c i t   p r e d i c t i o n   m o d e l   w h i c h   i s  
b i l i n e a r   i n   t h e   p a r a m e t e r s .  To s o l v e   t h i s  
e s t i m a t i o n   p r o b l e m  a l e a s t   s q u a r e s   c r i t e r i o n  
m i n i m i z a t i o n  i s  p r o p o s e d .   T h i s   f r a m e w o r k   m a k e s  
i t  p o s s i b l e   t o   e s t a b l i s h   g l o b a l   s t a b i l i t y .  
M o r e o v e r   i n  [ 6 1  we h a v e   s h o w n   t h a t   o u r  
f o r m u l a t i o n   c a n   b e   e x t e n d e d   t o   i m b e d   s u c h  
p r o b l e m s   a s  Y I M O  s y s t e m s   w i t h   r e d u c e d   o r d e r  
m o d e l ,   n e g l e c t e d   w e a k   c o u p l i n g   o r   s o m e   t i m e  
v a r i a t i o n   e f f e c t s   a n d  n o n  l i n e a r i t i e s .  

H o w e v e r ,   t o   d a y  we d o   n o t   k n o w   a n y   c o m p u t a -  
t i o n n a l l y   e f f i c i e n t   a l g o r i t h m   t o   s o l v e   t h e  
m i n i m i z a t i o n   p r o b l e m   i n v o l v e d   i n   o u r   a p p r o a c h .  
N e v e r t h e l e s s   t o   g e t   s o m e   i n s i g h t   i n t o  
p r a c t i c a l   f e a t u r e s ,  we o f f e r  a m o r e   i m p l e -  
m e n t a b l e   a l g o r i t h m   a n d  we p r e s e n t   s i m u l a t i o n  
r e s u l t s .  

I1  - D I R E C T  ADAPTIVE C O N T R O L  S C H E M E  

A s s u m p t i o n s  : L e t  a s y s t e m   w i t h   y ( t ) ,   u ( t )  
a s   s c a l a r   o u t p u t   a n d   i n p u t   r e s p e c t i v e l y .   T h e  
f o l l o w i n g   a s s u m p t i o n s  w i l l  b e   u s e d  : 
A O .  t h e r e   e x i s t s   ( u n k n o w n )   s c a l a r   p o l y n o m i a l s  

i n   t h e   u n i t   d e l a y   o p e r a t o r  q s ~ c h   t h a t  
t h e   s y s t e r .   c a n   b e   r e p r e s e n t e d   b y  : 

- I  

A ( < ' )  y ( t )  = B ( < l )  u ( t )  ( 1 )  

w i t h 

A(; ')  = l + a , q   + . . . + a  q 

B ( T 1 )  = b o + b l ~ ' + . .   . + b  TnB 

- I  --"A 

" A  
( 2 )  

( 3 )  
nB 

A I .  n m a x   { n   * , n B ]   i s   k n o w n  

A 2 .  An u p p e r b o u n d   ( w h i c h   d o e s   n o t   n e e d   t o  
b e   s m a l l )   o f   t h e   c o e f f i c i e n t s   o f  

A ( < ' )  ,B (p l )  i s  k n o w n .  

A 3 .  G i v e n   a n   ( k n o w n )   e x p o n e n t i a l l y   s t a b l e  
p o l y n o m i a l   R ( q l )  
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T h e r e   e x i s t s   ( u n k n o w n )   p o l y n o n i a l s   c ( q  1 ,  
D ( q l )   o f   d e g r e e  n,(n-l) r e s p e c t i v e l y   w i t h  
c ( 0 )  = I ,  s u c h   t h a t  : 

- I  

> l o r e o v e r   a n   u p p e r b o u n d   o f   t h e   c o e f f i c i e n t s   o f  

R ( q i )  = I 

F r o n  ( I ) ,  (5) 

: U s i n g   a s s u m p t i o n  

E q u a t i o n s  ( 7 )  n a y   b e   c o n s i d e r e d  2 s  e q u i v a l e n t  
t o   e q u a t i o n s  ( ( 1 1 , ( 5 ) ) .  G i v e n  A ( ! ' ) ,  B ( F 1 ) ,  
~ ( 6 1 1 ,  ~ ( q l ) ,   ~ ( q l )   t h i s  i s  a n  i r l p l i c i t  
i n p u t - o u t p u t   p r e d i c t i o n   n o d e l .   G i v e n   R ( Y 1 ) ,  
. u ( t )   : t , { y ( t )  1 t h i s  i s  a b i l i n e a r   o b s e r v a t i o n  

F e e d b a c k   c o n t r o l   l a w  : i f   t h e   i n p u t   u ( t )  i s  
g e n e r a t e d   b y   t h e   c a u s a l   f e e d b a c k   c o n t r o l  law : 

u(t+l)=-c(;')u(t)-D(q')y(t)+E R ( q l ) y " ( t )  ( 8 )  

w h e r e  iy. ( t ) }  i s  a n   a r b i t r a r y   b o u n d e d  s e t  
p o i n t   s e q u e n c e   a n d  E i s  a s c a l a r ,   t h e n   t h e  
r e s u l t i n g   c l o s e d   l o o p  i s  : 

'I 

R ( P 1 )   ( u ( t ) - A ( q l ) E  y' p? (t-I))=O ( 9 )  

R ( ; l )  ( y ( t ) - B ( ; ' ) E  y-  ( t - I ) ) = O  
Y 

(10) 

i t  i s  e x p o n e n t i a l l y   s t a b l e   s i n c e  R ( T 1 )  i s  
e x p o n e n t i a l l y   s t a b l e .  I t  a c h i e v e s  a t r a k i n g  
o b j e c t i v e   i f  : 

I = B ( I ) E  ( 1  1 )  

S i n c e  n o  a s s u m p t i o n  i s  rnade a b o u t   t h e   s t a b i -  
l i t y   o f   t h e   i n v e r s e   s y s t e m ,  i t  n a y   n o t   b e  
p o s s i b l e   t h a t   y ( t )   t e n d s   t o   y M ( t ) .   T h e r e f o r e ,  
a t   l e a s t   s p e c i a l   c o n s i d e r a t i o n   h a s   t o   b e   g i v e n  
t o   t h e   q u e s t i o n  o f  s t e a d y - s t a t e   e r r o r s   i n  
o u t p u t   s e q u e n c e .  

A d a p t i v e   c o n t r o l   s c h e m e  : I n   t h i s   p a p e r  we 
s h a l l   b e   c o n c e r n e d   w i t h   t h e   s i t u a t i o n   w h e n  
A ( ! ! ) ,  B ( Q : ) ,  C ( q l ) ,  3(9:) a r e   u n k n o w n .  Only 
R ( q ' )  i s  g i v e n   a n d   t h e   i n p u t   u ( t )   a n d   t h e  
o u t p u t   y ( t )   a r e   m e a s u r e d .   O u r   p r o b l e m  i s  t o  

In s e c t i o n  iiI we i n v e s t i g a t e   t h e   p r o p e r t i e s  
o f   t h e   f o l l o t , - i n g   a l g o r i t h n  : a t   e a c h   s a m p l i n g  
t i n e  t ,  we p r o c e e d   i n   t w o   s t e p s  : 

1 - I d e n t i f i c a t i o n  o f  b o t h   s y s t e m   a n d   c o n t r o l -  
l e r   p o l y n o m i a l s   u s i n g   p r e d i c t i o n   m o d e l  ( 7 )  
- T h i s - g i v e s   t i - n e   v a r y i n g  - p o l y n o m i a l s  
A ( t , q ' ) ,   B ( t , q l ) ,   C ( t , q ' ) ,   D ( t , { l ) .  

2 - C o m p u t a t i o n  o f  t h e   c o n t r o l   a s  

u ( t + I ) = - C ( t , p ' ) u ( t ) - D ( t , ~ ' ) ~ ( t ) + E ( t ) R ( ~ ' ) y  M (t) 

Iii - BILIXEAR  ESTINATION A S D  STABILITY -. 

B i l i n e a r   e s t i m a t i o n  : L e t  u s   d e r i v e  a p r e d i c -  
t i o n   e r r o r   f o r m u l a t i o n  [ 7 1  : 
L e t  $ *  , ? *  b e   t h e   t r u e   s y s t e ~ .   a n d   c o n t r o l l e r  
p a r a m e t e r   v e c t o r   r e s p e c t i v e l y  : 

a *  = ( d o .  . . d n -  c . . . c n )  ' ( 1 4 )  

b *  = ( a  ! . . .  a b . . .  b n ) '  n o  ( 1 5 )  

For o t h e r   p a r t i c u l a r   v a l u e   o f   t h e s e   v e c t o r s  
s a y  ;.,3 w e   n a y   d e f i n e   f r o n  ( 7 )  t h e   f o l l o w i n g  
p r e d i c t i o n   e r r o r   v e c t o r  

(16) 

F ( ? , L )  i s  a v e c t o r   w h o s e   c o o r d i n a t e s   a r e   t h e  
c o e f f i c i e n t s  o i  A(q')D(qi), A(<~)C(;~), 
B ( q - ) D ( q ' ) ,   B ( q l ) C ( q i ) .   T h e   f u n c t i o n  F(. , . I  
h a s   t h e   f o l l o w i n g   p r o p e r t i e s  : 

L e m m a  1 : 
i )  F i s  a c o n t i n u o u s   f u n c t i o n   f r o m  R 

( 4 n + l )  

t o  ~ ( 8 n + l )  
i i )   i f  l l F ( 8 , q ) l l  i s  f i n i t e   t h e n  s o  i s  l l ( 6 , $ 1 ) l l  
i i i )  F(.,,) i s  g e n e r a l l y   n o t   m o n i c .   B u t   i f  

( e , ~ , )  i s  a n   a n t e c e d e n t   z u c h   t h a t   b o t h  
c o r r e s p o n d i n g   ( C ( q ' )   , D ( q * ) ) ,  ( A ( ; ' ) ,  
B ( q l ) )   a r e   r e l a t i v e l y   p r i m e ,   t h e n  i t  i s  
u n i q u e .  

P r o o f  : d u e   t o   s p a c e   l i ~ i t a t i o n ,   t h e   p r o o f  i s  
o m i t t e d .  
L e t   J ( t , e , L )   b e   t h e   l e a s t   s q u a r e s   c r i t e r i o n  
w i t h   f o r g e t t i n g   f a c t o r   r e c u r s i v e l y   d e f i n e d  
a s   f o l l o w s  : 

J ( t , ? , $ ) = p   J ( t - I   , s , s $ ) + & ( t , t , ? ' )   ' Q & ( t , E , L )  ( 1 9 )  

O < U < l  ( 2 0 )  

( 2 1 )  
J ( O , 6 , J ) =  ( F ( E , ~ ) - F ( ~ ( O ) , ~ ( O ) ) ) '  

X Po(F(4,u)-F(R(0) , m J ( O ) )  

w h e r e  Q ,  P o   a r e   p o s i t i v e   d e f i n i t e   m a t r i c e s ,  
( i ( O ) , b ( O ) )  i s  a p r i o r i  e s t i m a t e s .  
A c l a s s i c a l   e s t i m a t i o n   p r o c e d u r e  l i e s  i n  

d e t e r m i n e   a n   a l g o r i t h m   t o   a c h i e v e   t h e   f o 1 l o I , , i n g   m i n i m i z i n g   J ( t , e ; > ) .  T o  i n t r o d u c e  a less 
o b j e c t i v e s  : s t r i n g e n t   a l g o r i t h m ,   l e t  J b e  a p o s i t i v e  
- l u ( t )  1 a n d   l y ( t ) }   r e m a i n   b o u n d e d .   s c a l a r   g i v e n  b y  b o u n d e d n e s g   a s s u m p t i o n   i n  A 2 ,  
- t h e   c l o s e d   l o o p   p o l y n o m i a l   a p p r o a c h e s   R ( q l )  A 3 9  s u c h  t h a t  : 

f o r   t h e   g i v e n   s e t   p o i n t   s e q u e n c e   { y ? I ( t ) )  J ( O , R * , , > * )  < J ( 2 2 )  
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L e t  '.i b e   t h e   s e t   d e f i n e d   a s   f o l l o w s  : 
t 

'd = - ( L , . ) / J ( ~ , : , . )  4 _ t ~ o : .  ( 2 3 )  
t 

T h e n   a t   t i n e  t .*-e t a k e   t h e   e s t i m a t e s  
( ' ( t )  , l ~ ( t ) )  a s  an e l e n e n t   o f   ' i t .  \<e h a v e  
t h e   f o l l o w i n g   p r c p e r t y  : 

Lem.ma 1 : S u b j e c t   t o   a s s u x ? t i o n s  A O ,  A I ,  h 2 ,  
A 3 ,  we h a v e  : 
I1 : II ~ ( t ) l l  , II I ( t ) l '   r e r r . a i n   b o u n d e d  
I2 : : in l K & ( t ) ,   C ( t ) ,   . ( t ) l i  = 0 

t- 

s l l b s e t s .  
I 3  : ,'.:- i s  a d e c r e a s i n g   s e q u e n c e   o f   c o r r p a c t  

A l g o r i t h m  : a t   e a c h   t i n e  t : 

i = O ,  2 = : ( t - l ) , - m   = - ( t - l )  

< i + l  ? 

' i +  I 

1 . 1 .  = A r g   ? l i n   J ( t , f , . . )  

1 . 2 .  = A r g  ? l + n  J ( t ,   ? i + l  

2 .  i f  i>i  m a x   t h e n   ' ( t ) = 3 ; + ] , 3 ( t ) = ' ;  i + l  e n d  

1 * )  

3 .  i = i + l  r e t u r n   t o  I .  

Due  t o   o n e - l i n e   c o n s i d e r a t i o n ,   ( i Q i   m a x )  i s  
s u b s t i t u t e d   f o r   ( J ( t , : , - ) < p t J o )   t o   s t o p   t h e  
i t e r a t i o n s .  

P r o s f  : s e e  a p p e n d i x  A .  

H o r i e v r r  t h e  l i p i t  s e t  n ? A t  d o e s   n o t  
g e n e r a l l y   c o n s i s t   o f  o n E L @ o n e  p o i n t .  A S  a l i n e a r   s y s t e m   h a s   t o   b e   c o x p u t e d   ( a p p r o x i m a -  
c o n s e a u e n c e ,   p a r a n e t e r  t i x e  v a r i a t i o n s  may b e   t i ' e l y  n' o p e r a t i o n s )   a n d   s o l v e d .  

m T h e   c o r . p u t a t i o n a 1   c o m p l e x i t y   o f   t h i s   a l g o r i t h m  
c o n s i s t s   i n  1 .  I ,  1 . 2 , :  .A p o s i t i v e   s y a e t r i c  

i n t r o C u c e d   v i   t h o u t   i r r p r o v i n g  2 s  t i m a t i o n .  T o  
r o u n d   t b i s   d i f f i c u l t y ,  we h a v e   t o   d e f i n e  a 
r u l e   t o   c h o o s e   ( E ( t ) ; - ( t ) )   i n  /.lt. F o r   e x a l r p l e  
l e t   ( : ( t ) , ; ( t ) )   b e   t h e   e l e x e n t   o f  !it t h a t  
m i n i T , i z e s  \ ;  t - s ( t - 1 ) 1 1  2 ,  i . e .   ( i ( t ) , : ~ ( t ) )  i s  
g i v e n   b y   s o l v i n g  : 

( f ( t ) ,  . ( t ) )  E A r g   y i n  I '-' . " ( t -  1 ) ' I  2 ( 2 4 )  

;;i t h  
( 5 ,  . . )€ ' . i t  

: . i t  = ' : ( ? , - ) / J ( t , t , . )  < -1 
t 
Jo} (25) 

t h e n  w e  h a v e  : 

S i x u l a t i o n s   u s i n g   t h i s   a l g o r i t h r r .   a r e   p r e s e n t e d  
i n   a p p e n d i x  B .  

? e r , a r l ;  : I n  f a c t   J ( t , S , - )  r . ay  h a v e   s e v e r a l  
s t a t i o n n a r y   p o i n t s .   O n e   o f   t h e   r e a s o n s  i s  t h e  
non m o n i c i t y   o f   t h e  F(.,.) f u n c t i o n   ( s i n c e  J 
d e p e n d s   e x p l i c i t e i y  on F a n d   n o t  o n  ( t , . ) ) .  To 
r o u n d   t h i s   d i f f i c u l t y ,  we c a n   l i r r . i t   t h e  s e t  o f  
a d m i s s i b l e  ( 5 , ~ )  f e r   t h e   x i n i m i z a t i o n   s u c h  
t h a t  F(.,.) i s  x o n i c .   U s i n g   l e m m a  1 ,  t h i s  i s  
m e t   i f  (?;-I a r e   s u c h   t h a t   t h e   c o r r e s p o n d i n g  
p o l y n o m i a l s   v e r i f y  : 

Lemma 3 : S u b j e c t   t o   a s s u m p t i o n s  A O ,  A I ,  h 2 ,  . A ( X 1 ) C ( 4 ' )  + < '  B(<') D ( q l )  = I ( 2 8 )  
A 3 ,  i f  ( e ( t )   ; - ( t ) )   a r e   a s   d e f i n e d   b y  ( 2 4 ) ,  N o t e   t h a t   t h i s   l e a d s   t o   c h o o s e  R ( q  ) 1 a s  
( 2 5 )  t h e n  we h a v e   p r o p e r t i e s  11, 12, I 3  a n d  : d e s i r e d  c l o s e d  l o o p  p o l e s .  

- I  

1 3 '  : l i p  l ' ? ( t )  - f ( t - I ) ! '  = 0 
t- 

P r o o f  : s e e   a p ? e n d i x  A ,  
T h i s   c o n s t r a i n t   c o u l d   b e   i n t r o d u c e d   i n   t h e  
e s t i m a t i o n   a l g o r i t h m   u s i n g   p e n a l t y   f u n c t i o n  : 
l e t  G ( S , ' + )  b e   t h e   q u a s r a t i c   s u a   o f   t h e  

Sow w i t h  p r o p e r t i e s  11, 12, 1 3 '  we a r e  i n  r e l a t i o n s   i n   t h e  c o e f f i c i e n t s   g i v e n   b y  ( 2 8 )  
p o s i t i o n  t o   s t a t e   t h a t   o u r   o b j e c t i v e s   a r e  ( S o t e   t h a t   a g a i n  G(5;:) i s  s e p a r a t e l y  

a c : ? i e . l e d  : q u a d r a t i c   i n  (?;-)), i n   t h e   a l g o r i t h m   a b o v e  
we c o u l d   r e p l a c e   J ( t ,  ?;;) b y  : 

G l o b a l   s t a b i l i t y  : I ( t , ? , - )  = J ( t , E , - )  + , G ( 5 , i )  ( 2 9 )  
T h e s r e n  : L e t   ( : ( t ) , ' - ( t ) )   b e   s u c h   t h a t  LThere %> i s  a p o s i t i v e   L a g r a n g e   m u l t i p l i e r  
p r o p e r t i e s  11, IS, 1 3 '  a r e   v e r i f i e d ,   i f   u ( t + l )  . .  
i s  g i v e n   b y  ( 1 2 )  9 ' u ( t ) > ; : y ( t ) j   r e r . a i n  
b o u n d e d   a n d  : v - C O S C L U S I O I ;  

l i m  ( R ( q l ) y ( t )  - B ( t , q   ) y * ( t - I ) )  = 0 ( 2 6 )  - 1  

t" An a d a p t i v e   d i r e c t   c o n t r o l   s c h e m e  i s  p r e s e n t e d  
y * ( t )  = E ( t )  R ( 5 ' )  y " ( t )  ( 2 7 )  i n   t h i s   p a p e r .  I t  i s  o b t a i n e d   w i t h  a p o l e  

p l a c e m e n t   a s   u n d e r l y i n g   d e s i g n   n e t h o d .   T h e  
P r o o f  : s e e  a p p e n d i x  A .  c h a r a c t e r i s t i c s   o f   t h i s   t e c h n i q u e   a r e  : 

- e s t i m a t i o n o f   b o t h   m o d e l   a n d   c o n t r o l l e r  

- a n   e s t i m a t i o n   p r o c e d u r e   w h i c h  i s  b i l i n e a r  
I V  - TOWARDS A X  I ? l P L E ? ! E S T A B L E   A L G 0 R I T H ) I  p a r a l r e t e r s  

T h e   a l g o r i t h n   p r e s e n t e d   i n   t h e   p r e v i o u s  
s e c t i c n  i s  c o n c e p t u a l .  A t  e a c h  t i m e  t ,  i t  
r e q u i r e s   t h e   c o m p u t a t i o n   o f  a m i n i m i z e r  o f  a 
q u a d r a t i c   c r i t e r i o n   o v e r   a n   i m p l i c i t e l y  
d e f i n e d  nor. c o n v e x   s e t .   H o w e v e r  i t  s h o u l d   b e  
n o t e d   t h a t   g i v e n   ( r e s p  * )  ? $ i n   J ( t , : , - )  

( r e s p .  Mgn J ( t , C , - ) )  i s  a c l a s s i c a l   q u a d r a t i c  

r r . i n i n i z a t i o n   p r o b l e m .   C o n s e q u e n t l y   a n   a l t e r n a t e  
r - i n i m i z a t i o n   i n  5,. i s  a c a n d i d a t e   f o r   a n  
e f f i c i e n t   d e s c e n t   a l g o r i t h m   w h i c h   c o n v e r g e s   t o  

i n   t h e s e   p a r a m e t e r s   a n d   w h i c h  i s  o b t a i n e d  
f r o m   b o t h   i n p u t   a n d   o u t p u t   p r e d i c t i o n   e r r o r  
mo d e  1 .  

!<e s h o w   t h a t  a c o n c e p t u a l   l e a s t   s q u a r e s  
c r i t e r i o n   m i n i m i z a t i o n  i s  s u f f i c i e n t   t o   g e t  
g l o b a l   c o n v e r g e n c e   w i t h   v e r y   w e a k   a s s u m p t i o n s :  

. s t a b i l i z a b i l i t y  o f  t h e   s y s t e m  

. k n o w l e d g e  o f  an u p p e r   b o u n d   o f   t h e   p a r a m e t e r s  
a n d  o f  t h e   s y s t e m   o r d e r .  

a n y   s t a t i o n n a r y   p o i n t   o f   J ( t , k , : ) .   S i n c e  
J ( t , ? * , ' : * )  i s  s t r i c t l y   s p a l l e r   t h a n  ' - t Jo  
i f   J ( t , s , - )   h a s   o n l y   o n e   s t a t i o n n a r y   p o i n t ,  

I n  p a r t i c u l a r  n o  a s s u m p t i o n  i s  r e q u i r e d   a b o u t  
t h e   e s t i m a t e d   p a r a m e t e r s ,  

o n e  c o u l d   e x p e c t   t h a t   u s i n g   t h i s   a l t e r n a t e  H o w e v e r   o u r   s t a t e r . e n t   s h o u l d   b e   c o n s i d e r e d  
l r i n i m i z a t i o n   p r o c e d u r e ,   E ( t ) , . ( t )   c a n   b e   r a t h e r   a s  a t h e o r e t i c a l   e x i s t e n c e   r e s u l t   t h a n  
c o m p u t e d   i n  a f i n i t e   n u n j e r   o f   o p e r a t i o n .   T h i s  a s  a p r a c t i c a l  s c h e m e .   y e v e r t h e l e s s ,  w e  h a v e  
l e a d s   t o   t h e   f o l l o w i n g   e s t i r r . a t i c n   a l g o r i t h m  : 

. .  
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i n t r o d u c e d  a m o r e   i m p l e m e n t a b l e   a l g o r i t h m  
w h i c h   l e a d s   t o   e n c o u r a g i n g   s i m u l a t i o n   r e s u l t s .  

M u c h   m o r e   w o r k   r e m a i n   t o   b e   d o n e   f o r   c o n v e r t i n g  
t h e s e   i d e a s   i n t o   a n   e f f i c i e n t   a l g o r i t h m .   O u r  
p r e l i m i n a r y   r e s u l t s   s u g g e s t   a n   i n t e r e s t i n g  
a n d   s u r e l y   f r u i t f u l   s u b j e c t   f o r   f u t u r e   s t u d y .  
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APPENDIX A 

P r o o f   o f   l e m m a  1 : F i r s t  n o t e   t h a t  ( e * , $ * )  
b e l o n g s   t o  M +  w h i c h  i s  c o n s e q u e n t l y   n o t  
e m p t y -   F r o m   t h e   d e f i n i t i o n   o f   J ( t , e , $ S  we 
h a v e  : 

J ( t - l , o , $ )  - J ( t , e , $ )  ( A P .   2 )  I 
P 

T h i s  i m p l i e s  t h a t   i f  ( e , $ )  b e l o n g s   t o  Mt , i t  
a l s o   b e l o n g s   t o  h 4 t - l .  M o r e o v e r   u s i n g   t h e  
p r o p e r t i e s   o f  F ( . , . )  ( s e e   l e m m a  I ) ,  w e   c a n  
s t a t e   t h a t  M o  i s  a c o m p a c t   s u b s e t .   T h i s  
y i e l d s   p r o p e r t i e s  1 1 ,  1 3 .  

U l t i m a t e l y ,   p r o p e r t y  I 2  c a n   b e   o b t a i n e d   b y  
n o t i n g   t h a t  : 

t ( t , e , : > ) ' Q & ( t , c , ? )  Q J ( t , C , L )  ( A P .  2 )  

P r o o f   o f   l e m m a 2  : S i n c e  e ( t )  m i n i m i z e s  
/ I  e - 8 ( t - l ) l I z  on  hi,, a n d ,   f o r   a n y   i n t e g e r  s ,  

we h a v e  : 
S ( t + s )   b e l o n g s   t o  $4, ( u s e   p r o p e r t y   I 3 ) ,  

II c ( t + s ) - e ( t - l ) ~ ~  > I /  a ( t ) - e ( t - l ) i l   ( ~ p . 3 )  

Now b y   c o n t r a d i c t i o n ,   s u p p o s e   t h e r e   e x i s t s  
E > 0 a n d   a n   i n f i n i t e   s e t   o f   i n d i c e s  T 
s u c h   t h a t  : 

V t  E T , I / e ( t ) - g ( t - I ) / /  3 E ( A P .  4 )  

w i t h   ( A P .   3 ) ,  we a l s o   h a v e  : 

v t  + E T , I I s ( ~ - I ) - ~ ( ~ - I ) I /  > E ( ~ p . 5 )  

L e t   B ( 2 ( t - I ) , - )   b e   t h e   c l o s e d   s p h e r e   a r o u n d  
8 ( t - I )   w i t h   r i d i u s  E 

T h e   f a m i l y   B ( e ( t - l ) , - )  t E T  c o v e r s  a s u b s e t  
E 

o f  !$lo , t h e   c o m p a c t   s u b s e t   o f  IR2n d e f i n e d   a :  

E 

7 

- 

M o r e o v e r  we h a v e  : 

B ( e ( ~ - l ) , ~ ) n  B ( € ( t - l ) , - )  = 0 V t # s  E T ( A P . 7 )  
E 

T h e n   l e y  v ( r e s p .  V )  b e   t h e   v o l u m e   o f   B ( ? , $ )  
( r e s p .  M o ) ,  a n d   l e t   c a r d  T d e n o t e   t h e   n u m b e r  
o f   e l e m e n t s   o f  T .  I t  f o l l o w s   t h a t  : 

2 2 

v .   c a r d  T < V ( A P .  8 )  

T h i s   i m p l i e s   t h a t   c a r d  T i s  f i n i t e   w h i c h  
c o n t r a d i c t s   t h e   d e f i n i t i o n   o f  T .  

P r o o f   o f   t h e o r e m  : 
L e t   @ ( t )   b e   t h e   f o l l o w i n g   v e c t o r  : 

@ ( t ) = ( y ( t ) .  . . y ( t - n + l ) u ( t ) .  . . u ( t - n + l ) ) ' ( A P . 9 )  

( 1 2 )  may b e   r e w r i t t e n   i n  : 

u ( t + l ) = - e ( t ) ' o ( t ) + y * ( t )   ( A P .  IO) 
L e t   t u ( t ) , &   ( t )   b e   t h e   c o o r d i n a t e s   o f  

Y 
& ( t , e ( t ) , $ ( t ) )  w e   h a v e  : 

(AP .  1 1 )  

I t  f o l l o w s   t h a t  : 

+E ai(t)[e(t)-e(t-i)1'6(t-i) 
i=  1 

( A P .   1 2 )  

B ( t , q   ) y * ( t - i ) + &   ( t )  
-1  

Y 
+E b .  ( t ) [ e ( t ) - e ( t - i - I ) l ' o ( t - i - l )  
i = l  

L e t   u s   r e w r i t e   t h e s e   e q u a t i o n s   i n  a m o r e  
c l a s s i c a l   s t a t e   s p a c e   r e p r e s e n t a t i o n  : 
l e t   X ( t )   b e   t h e   f o l l o w i n g   v e c t o r  : 

~ ( t ) = ( y ( t - l )   . . . y   ( t - 2 n ) u ( t )   . . . u ( t - 2 n ) ) ' ( A P . l 3 )  
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We r e w r i t e  ( A P .  12) i n  : ( I  . 2 .  f o r  A ( < ' )  a n d  I .  1 .  f o r  B ( T 1 ) ) .  T h i s  w i l l  

X(t+I)=(F+AFt)X(t)+GE(t,s(t),'*(t))+ ( A p ,  1 4 )  
a l s o   e x p l a i n  a v e r y   h i g h   s e n s i t i v i t y   o f   t h e  
c o n t r o l l e r   p a r a m e t e r s   w i t h   r e s p e c t   t o  

a r e   i n   t h e   v i c i n i t y   o f   t h e   s y s t e m   p a r a m e t e r s .  

We u s e   t h e   e s t i m a t i o n   a l g o r i t h m   o f   s e c t i o n  I V  

H ( t ) Y * ( t )   v a r i a t i o n s   o f   t h e   m o d e l   p a r a m e t e r s   w h e n   t h e y  

iv 'here  F i s  a c o m p a n i o n   m a t r i x   o f  ( R ( q  ) )  

A F ~  i n c o r p o r a t e s   - t h e   f o l l o w i n g   d i f f e r e n c e s  : w i t h   t h e   f o l l o w i n g   c o n d i t i o n s  : 

- 1  2 

a (t)(?(t)-E(t-i)),b.(t)(?(t)-?(t-i-I) . Fi = .8 
. i m a x  = 2 8  

. i n i t i a l   p a r a m e t e r s  : 

i 

G i s  a c o n s t a n t   m a t r i x  

H ( t ) - l i n c l u d e s   t h e   c o e f f i c i e n t s   o f   A ( t , q  ) ,  

Y * ( t )  i s  t h e   f o l l o w i n g   v e c t o r  : 

- 1  

B ( t , q  ) 
A ( < ] )  = 1 . 0  - 1.0;' 

C ( &  = 1 . 0  + 1.0:l + 3 . 0 T 2  

B ( ; l )  = -2.0:' + 3.0:' 

Y * ( t ) = ( y * ( t )   . . . y *   ( t - n - 1 ) ) '  ( A P .  1 5 )  D(;') = 1 . 0  

Now F i s  e x p o n e n t i a l l y   s t a b l e .   T h e r e   e x i s t s  a 
n o r m   s u c h   t h a t  : 

i n i t i a l   s i g n a l s  E 0 

! I  FII Q # < 1 ( A P .   1 6 )  . P o  i s  o b t a i n e d  b y   s i m u l a t i n g   t h e   c l o s e d   l o o p  
p l a n t  g i v e n  b y  i n i t i a l   p a r a m e t e r s   w i t h   y M ( t )  

And w i t h  11, we k n o w   t h a t   a .   ( t ) , b . ( t )   i n   & ( t )  

a r e   b o u n d e d ,   t h e n   w i t h   1 3 ' ,   t h e r e   e x i s t s  a P o =  E !J 

t i m e  T s u c h   t h a t  : t = o  

a w h i t e   n o i s e   q n d   b y   t a k i n g  : 

T - t  ( H U ( t ) H y ( t ) )   ( H U ( t ) H y ( t ) ) '  

Vt T I t  A F t l l  I-0. 2 (AP .  1 7 )  

W i t h  12, I1 we k n o w   t h a t   & ( t , ? ( t ) , i ( t ) ) , H ( t )  
a r e   b o u n d e d .  I t  f o l l o w s   t h a t   X ( t )   r e m a i n  
b o u n d e d .  
T h e n   u s i n g  1 2 ,  1 3 '   i n   ( A P . 1 2 )   l e a d s   t o  ( 2 7 ) .  

R e m a r k  : i f   ( 2 5 ) ,   ( 2 6 )   a r e   u s e d   t o   g e t   ' y ( t ) ,  
S ( t )  ; b e f o r e   s t a t i n g   u n i f o r m   b o u n d e d n e s s   o f  
X ( t )  we n e e d   t o   s h o w   t h a t  J ( t , 4 , ~ )  m a k e s  
s e n s e   f o r   a n y   t i m e  t ,  i . e .  ( H U ( r ) H y ( 1 ) )   i n  
( 1 8 )  a r e   f i n t e   f o r  T Q t .  

L e t   u s   s t a t e   t h i s   p r o p e r t y   r e c u r s i v e l y  : 
A s s u m e   t h a t ,   f o r  T Q t ,  ( H U ( r ) H y ( r ) )   a r e  

f i n i t e .   T h e n   X ( t )   a n d   $ ( t )   a r e   f i n i t e .   B u t  
a l s o  h 4 ,  i s  w e l l   d e f i n e d   a n d   t h e r e f o r e  

? ( t ) , , ( t )   a r e   f i n i t e .   T h e n   u s i n g  ( A P . 1 1 )  
& U ( t )  i s  f i n i t e .  I t  f o l l o w s   f r o m  ( A P .  1 2 )  t h a t  

u ( t + l )  i s  f i n i t e   a n d   f r o m  ( I )  t h a t   y ( t + l )  i s  
f i n i t e .   T h i s   y i e l d s  ( H  ( t + l ) H   ( t + l ) )   f i n i t e .  

U Y 

A P P E N D I X  B 

To i l l u s t r a t e   s o m e   p r a c t i c a l   f e a t u r e s   o f   t h e  
p r o c e d u r e   p r o p o s e d   i n   t h i s   p a p e r ,  we o f f e r  
s i m u l a t i o n s   f o r  a v e r y   d i f f i c u l t   e x a m p l e  
p r e s e n t e d   i n   [ 2 ] .  

T h e   f o l l o w i n g   s y s t e m  i s  c o n s i d e r e d  : 

A ( 4 1 )  = 1 . 0  - 1.2;' 

B ( q  ) = 1 . 0  - 3 .  14' + 2 . 2 Y 2  - 1  

T h e   o b j e c t i v e s  a r e  : 

R ( Z 1 )  = 1 .O 

M c 1 . 0  OQtG60 

1 . 0  8 1 Q t Q 1 0 0  
y ( t )  = - 1 . 0  6 1 G t Q 8 0  

I t  f o l l o w s   t h a t   t h e   c o n t r o l l e r  i s  d e f i n e d   b y  : 

C(;') = 1 . 0  + 2 2 . 8 q 1  - 39.6:' 

D ( 4 ' )  = - 2 1 . 6  

N o t e   v e r y   h i g h   c o e f f i c i e n t s .   T h i s   i s , d u e   t o  
t h e   p r o x i m i t y   o f   r o o t s  o f  A ( ; ' ) ,  B ( T  ) 
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T h e   f i g u r e   s h o w s   t h e   o u t p u t   a n d   i n p u t   o f   t h e  
s y s t e m   a n d   t h e   e s t i m a t e d   p a r a m e t e r s   f o r   o u r  
a l g o r i t h m .  We c a n   s e e   t h a t  : 

i )  t h e   o u t p u t   c o n v e r g e s   t o   t h e   r e f e r e n c e  
o u t p u t .   H o w e v e r   w e   h a v e  a b a d   s t e p  
r e s p o n s e   d u e   t o   t h e   u n s t a b l e   z e r o s   o f  
t h e   s y s t e m ,  i t s  s m a l l   g a i n   a n d   t h e   c h o i c e  
o f   c l o s e d   l o o p   p o l e s   ( s e e  (IO)). 

i i )   t h e   p a r a m e t e r s   c o n v e r g e   t o   t h e i r   t r u e  
v a l u e s .   N o t e   t h e   j u m p   o f   t h e   c o n t r o l l e r  
p a r a m e t e r s   w h e n   t h e   m o d e l   p a r a m e t e r s  
h a v e   c o n v e r g e d .  

W i t h   t h i s   v e r y   c r u d e   a l g o r i t h m ,  we n e a r l y   h a v e  
t h e   s a m e   b e h a v i o u r s   t h a n   t h o s e   p r e s e n t e d   i n  
[ 2 ]  f o r   a n   i n d i r e c t   s c h e m e .  By now t h e   n a t t e r  
i s   n o t  t o  c o n p a r e   t h e s e   t w o   s c h e m e s   s i n c e   o u r  
a l g o r i t h m  i s  t o o   m u c h   t i v . e   c o n s u m i n g .   t i o w e v e r  
t h e   w e a k n e s s  o f  o u r   a s s u m p t i o n s   a n d   t h e s e  
f i r s t   s i m u l a t i o n   r e s u l t s   s u g g e s t   a n  
i n t e r e s t i n g   s u b j e c t   f o r   f u t u r e   s t u d y .  
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