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Présentation du stage et introduction

Le stage s’est déroulé du 02 mars 2015 au 30 septembre 2015, sous la direction de M. Francois
Chaplais, ingénieur de recherche au Centre Automatique et Systémes (CAS), Mines ParisTech.
Le CAS, dirigé par M. Nicolas Petit, s’intéresse, comme son nom l'indique, a tout ce qui a trait
a automatique. C’est-a-dire & l'analyse des systémes dynamiques (qu’ils soient mécaniques,
chimiques, aéronautiques, pétroliers, énergétiques, etc) sur lesquels on peut agir au moyen d’une
commande. Ce domaine se situe a 'interface entre les sciences physiques et mathématiques, et
trouve aisément son application dans des situations tres concretes telles que la gestion énergé-
tique des véhicules hybrides, la thermique du batiment, la configuration de missions spatiales,
etc. Le centre intervient aussi bien au niveau académique : recherche scientifique, enseignement
(cours en Master et Cycle doctoral), encadrement de stages de Master et de theses, qu’industriel
grace a des collaborations avec par exemple EDF, 'IFPEN, Air Liquide, et notamment le CNES,
ce qui m’amene au sujet de stage.

Présentation du sujet et contexte. On s’intéresse dans ce manuscrit au probleme du transfert
orbital (passage d’une orbite & une autre) d’un engin spatial (satellite ou sonde par exemple)
a propulsion électro-ionique. Le recours a de tels systémes de propulsion est en plein essor,
comme en témoigne par exemple la signature récente (en mars et mai 2014) de deux accords
de coopération entre Snecma et respectivement Thales Alenia Space et Airbus Defence and
Space, pour équiper en moteurs électro-ioniques leurs plates-formes de satellites de nouvelle
génération, baptisées Spacebus et Eurostar. Les propulseurs électro-ioniques utilisent ’énergie
électrique produite par des panneaux solaires pour éjecter un gaz a grande vitesse (xénon gé-
néralement), créant la force de poussée. Ces systémes ne nécessitent donc pas le transport du
carburant nécessaire au fonctionnement du moteur (seule la masse a éjecter est transportée),
contrairement aux systeémes plasmiques a réponse impulsionnelle, dont la masse d’ergols peut
représenter plusieurs tonnes (trés souvent plus de la moitié de la masse totale pour un satellite de
télécommunications). Le cotlit nécessaire a sa mise sur orbite peut ainsi étre réduit, permettant
aux opérateurs choisissant ce type de propulsion d’utiliser un lanceur moins puissant, et donc
moins cher. En paralléle de cette réduction de cott, les opérateurs ont également la possibilité
d’augmenter la charge utile envisageable de transporter.

Toutefois, la puissance électrique a bord étant limitée, ces systémes de propulsion générent
une poussée faible, augmentant de maniere significative la durée de transfert, pouvant aller de
trois a six mois pour la mise a poste géostationnaire d’un satellite. L’engin va réaliser un grand
nombre de révolutions autour de la Terre avant d’atteindre I'orbite voulue. Son mouvement est
ainsi caractérisé par deux niveaux d’évolution différents :

- une évolution lente pour les parametres définissant la forme de 'orbite, puisque la faible
poussée ne permet que de déformer tres légerement 1’orbite sur chaque période orbitale ;

- une évolution rapide pour le parametre caractérisant la position de I’engin sur son orbite.

Pour ces raisons, le contrdle optimal (& temps minimum ou & consommation minimum) des
transferts orbitaux a faible poussée conduit a des systemes différentiels raides, difficiles a résoudre
numériquement. Pour y remédier, on a recours a des techniques de moyennisation, adaptées au



controle optimal, qui permettent d’éliminer le mouvement rapide, et d’approcher le probleme
initial grace a I'introduction d’un probléme moyenné, mieux conditionné numériquement. Cette
approche a été réalisée avec succes par S. Geffroy lors de sa theése [11], dans la situation du
transfert orbital « képlérien » (ou seule la poussée est considérée comme perturbation orbitale),
puis sous des contraintes environnementales (prise en compte de I’aplatissement terrestre dans
lexpression du potentiel d’attraction terrestre, éclipses solaires). Cependant, elle reposait sur une
méthode de moyennisation, établie par F. Chaplais lors de sa theése [9], supposant que le second
membre de la dynamique soit périodique par rapport & la variable modélisant le mouvement
rapide. Cette hypotheése nécessaire limite la prise en compte de contraintes environnementales
supplémentaires, telles que 'attraction luni-solaire, dans les équations du mouvement de ’engin
spatial, n’étant, dans ce cas, plus périodique par rapport a la variable rapide. Toutefois, une
nouvelle technique de moyennisation en contréle optimal a récemment été développée par F.
Chaplais, purement numérique, permettant de s’affranchir de cette hypothése contraignante
de périodicité. Elle fait appel a des outils issus du traitement du signal, et a été formalisée
théoriquement par S. Bernard, étudiante a 'ENS Cachan et ancienne stagiaire de F. Chaplais,
qui a démontré un théoréme fondamental montrant la validité de cette méthode, du point de vue
de Papproximation [1]. Deés lors, de nouvelles possibilités deviennent envisageables au niveau de
I’application de cette méthode récente au probleme du transfert orbital a faible poussée. Ce qui
nous conduit aux objectifs du stage.

Objectifs du stage. 1l s’agit principalement d’adapter la nouvelle méthode de moyennisation,
qualifiée de fenétrée, au probleme du transfert orbital a faible poussée, sous perturbation luni-
solaire. En effet, la prise en compte des effets de I’attraction gravitationnelle exercée par la Lune
et le Soleil conduit & un systeme comportant plusieurs périodes (rotation du satellite autour de
la Terre, rotation de la Lune et du Soleil autour de la Terre, dans un repeére géocentrique). Plus
précisément, il fallait

- étudier le probléme du point de vue de la mécanique spatiale, en établissant notamment les
équations du mouvement d’un tel engin spatial, soumis aux perturbations orbitales telles
que la poussée ou 'attraction luni-solaire ;

- déterminer la forme du probléme adaptée permettant ’application de la méthode de
moyennisation par fenétres ;

- étudier les problemes de controle optimal associés (temps minimum et consommation mi-
nimum) en utilisant le Principe du Maximum de Pontryagin ([5]-[22]);

- résoudre numériquement le probléme de transfert a faible poussée sous perturbation luni-
solaire, sous Matlab, en prenant I’exemple de la mise a poste géostationnaire électro-ionique
d’un satellite de télécommunications.

L’organisation du manuscrit va suivre naturellement ’ordre de ce cahier des charges.
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Chapitre 1
Modeélisation physique

On s’attache dans ce chapitre a présenter un exemple classique de transfert orbital, la mise
a poste géostationnaire d’un satellite a propulsion électro-ionique, sujet au coeur de ce docu-
ment. Cette description générale va conduire a 1’étude de son mouvement, et a I'introduction de
concepts et notions nécessaires a la bonne compréhension de sa dynamique.

1.1 Mise a poste géostationnaire d’un satellite électro-ionique

Les satellites artificiels jouent un role central de nos jours, et I’on retrouve leur utilisation dans
de nombreux domaines tels que les télécommunications, le positionnement (navigation GPS),
le renseignement militaire, etc. Au niveau scientifique, ils aident par exemple & ’observation
astronomique ou aux prévisions météorologiques. Toutefois, on va s’intéresser plus particuliere-
ment aux satellites dits géostationnaires, dont 'exemple le plus probant est celui des satellites
de télécommunications. Ils assurent la transmission d’informations entre différents points ter-
restres, grace a ses applications en téléphonie, télévision, radio, etc. Ils ont ainsi une influence
économique majeure, réalisant des revenus trés souvent supérieurs aux cofits générés.

1.1.1 Généralités sur les satellites géostationnaires
Définition

Un satellite est dit géostationnaire lorsqu’il est fize par rapport a un observateur terrestre.
Pour que cet effet soit réalisé, le satellite doit se situer sur une orbite particuliere, qualifiée
également de géostationnaire. Cette derniere présente des caractéristiques tres précises de forme
et de position : elle est circulaire, de période de révolution égale a la période de rotation de
la Terre, et se situe a l'altitude de 42165,8 km dans le plan équatorial. Cette particularité de
géostationnarité trouve tout son intérét dans le secteur des télécommunications : en effet, une

antenne située sur la Terre souhaitant voir un satellite situé a une position donnée sur ’orbite
géostationnaire sera toujours dirigée vers la méme direction.

Structure et caractéristiques

Un satellite artificiel peut se diviser en deux parties :

- une charge utile, contenant 1’ensemble des outils nécessaires a la réalisation de la mission
qui lui a été attribuée. Pour un satellite de télécommunications, il peut s’agir d’antennes
ou d’amplificateurs ;

- la plate-forme de service, regroupant les instruments assurant son bon fonctionnement.
Typiquement, la structure du satellite, le systéme de propulsion (moteur et carburant) ou
bien le systéme de production d’énergie (panneaux solaires pour la génération d’électricité)
en font partie.



1.1.2 Mise en fonctionnement opérationnel

Apres les étapes de fabrication du satellite et de préparation de la mission, se succédent
celles de délivrance et de mise en fonctionnement de ’engin. La mise sur orbite d’un satellite
sur 'orbite géostationnaire comporte trois phases distinctes :

1. Dans un 1 temps, engin est transporté par un lanceur (Ariane par exemple) sur une
orbite intermédiaire dite de transfert (GTO pour Geostationary Transfer Orbit), dont le
point le plus bas est situé entre 180 et 500 km d’altitude (périgée de 'orbite) et le point le
plus haut a laltitude géostationnaire (apogée de l'orbite). En effet, la plupart des lanceurs
ne sont pas congus pour placer directement un satellite sur orbite géostationnaire. D’ou la
phase intermédiaire suivante.

2. Le satellite, muni de son propre systéme de propulsion, poursuit son déplacement jusqu’a
atteindre la position souhaitée sur l'orbite géostationnaire. Les manceuvres (incréments de
vitesse) nécessaires a la correction de sa trajectoire sont assurées via un réseau de stations
de commandes au sol. On parle de mise a poste.

3. Une fois sur la position de stationnement voulue, le satellite doit s’y maintenir. Ce dernier
est soumis a des forces perturbatrices telles que I’attraction luni-solaire, qui vont modifier
son orbite, ne le rendant plus fixe par rapport & la Terre. L’ensemble des manoccuvres
permettant de corriger cet écart forme le maintien da poste.

Seule la phase de mise a poste sera traitée, étant un exemple particulier de transfert orbital
(passage d’une orbite donnée a une autre). Habituellement, cette étape est réalisée par un sys-
teme de propulsion chimique impulsionnel, de méme type que les lanceurs classiques. Cependant,
la recherche perpétuelle de réduction des cofits a conduit a envisager 'utilisation de systémes
de propulsion électro-ionique, permettant entre autres d’augmenter le rendement possible. En
effet, la masse de carburant nécessaire au fonctionnement de ces systémes est bien moindre en
comparaison des ergols nécessaires aux systémes impulsionnels (pouvant dans ce cas représenter
plus de la moitié de la masse totale du satellite).

Périgée . Apogée

ORBITE DE TRANSFESS

ORBITE GEOSTATIONNARE

FIGURE 1.1 — Mise en orbite d’un satellite géostationnaire



Pour pouvoir décrire cette mise a poste de maniere appropriée, il nous faut pour cela étudier
la dynamique de ce satellite.

1.2 Dynamique d’un satellite

L’étude du mouvement d’un engin spatial tel qu'un satellite nécessite la définition de pa-
ramétres appropriés le caractérisant, décrits dans un repére a préciser. Etant en mécanique
newtonienne (approximation galiléenne), cet engin est assimilé & un point matériel de masse m,
évoluant dans un espace physique auquel la donnée de temps (espace euclidien réel de dimension
1) lui est ajoutée. Espace et temps seront toujours supposés indépendants 1'un de 'autre.

Les vecteurs seront notés avec le signe — au-dessus de ceux-ci, et seront en caractére majus-
cule s’ils appartiennent a une base. Dans le cas contraire, ils seront écrits en minuscule.

1.2.1 Repéres et référentiels

L’établissement d’un repére de 1’espace permet de rapporter 1’espace physique, espace eu-
clidien réel a trois dimensions, a celui-ci. L’ajout d’un repére de temps assure la description
complete d'un événement physique. L’ensemble de ces deux reperes espace et temps forme un
référentiel.

Forme générale

Un repere R de l'espace s’écrit toujours selon la forme suivante
R=(0,F),

ou O désigne un point de ’espace et E une base orthonormée. La distinction « géométrique »
entre les reperes sera faite suivant ces deux propriétés. Une précision supplémentaire doit cepen-
dant étre réalisée suivant leur caracteére inertiel (absolu) ou non :

- dans un référentiel absolu, toute particule livrée a elle-méme présente une accélération

nulle, et est donc animée d’'un mouvement rectiligne uniforme. En d’autres termes, le
principe d’inertie y est vérifié;

- un référentiel non galiléen est mobile par rapport a un référentiel inertiel, mais non en
translation rectiligne uniforme. Les lois de Newton y sont modifiées, tenant compte du
mouvement accéléré de ce référentiel.

Repéres géocentriques

L’origine O correspond au centre de masse de la Terre. Les repéres suivants vont différer
selon le choix du plan de référence.

Le repére équatorial. Ce repére demeure I'un des plus utilisés, étant inertiel et fixe. Sa base
orthonormée FE = ( S ) repose sur le plan équatorial, perpendiculaire a ’axe de rotation
de la Terre (supposée de direction fixe en 1*® approximation), auquel appartiennent les vecteurs
7 et 7 Le vecteur ? est dirigé vers le point vernal 7, correspondant au nceud ascendant
lorsque ’on consideére 'intersection entre ’écliptique (plan dans lequel se déplace la Terre dans
sa rotation autour du Soleil) et le plan équatorial. Il s’agit également de la position du Soleil
lors de I’équinoxe de printemps dans I’hémisphere Nord. Le vecteur K est choisi normal au plan
équatorial, orienté vers le pdle Nord suivant ’axe de rotation de la Terre. Tandis que le vecteur
? est construit de sorte a compléter le triedre direct E.



Péle céleste Nord

Pale céleste Sud

FIGURE 1.2 — Ecliptique et point vernal ~

Le repére équinoxial. Ce repeére est moins « classique » que le précédent, mais reste souvent
plus adapté a la description du mouvement d’un mobile céleste autour de la Terre. Les deux
premiers vecteurs de la base orthonormée F = (?, 8, W/) se trouvent dans le plan de l'orbite,
contenant comme son nom l'indique I'orbite dans lequel se déplace ’engin spatial, orthogonal au
moment cinétique de ce dernier. Le vecteur F' est orienté de sorte & former un vecteur d’angle
Q (appelé longitude du noeud ascendant) avec la ligne des noeuds, intersection entre le plan
orbital et le plan équatorial. Le vecteur W quant & lui est normal au plan de 'orbite, orienté
comme le moment cinétique. Le dernier vecteur 8 vient finaliser le triedre direct E.

"~ EQUATORIAL

. ‘\\ _,_——’_-
*~._ PLANE e S = 0
e = /7
_ ~_’ ‘\ i
X a— - ) -_/f ’\‘\\ : :
7 "\\
’ .
’ .
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p \\\
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/ interssction between
/ ST,
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FIGURE 1.3 — Les repéres équatorial et équinoxial [16], notés ici (X,Y, Z) et (E,Q, W)

Repeéres locaux

Etant liés & ’'objet spatial avec lequel ils évoluent dans son mouvement, ces repéres sont non
inertiels. Le point O correspond ici au centre de gravité de l'objet. On parle ainsi de maniere
générale de repere orbital local. Deux types s’en distinguent, précisés ci-dessous.



Le repére radial - transverse - normal. La base orthonormée E se compose de trois vecteurs
(ﬁ, ?, 7) Les deux premiers vecteurs appartiennent au plan orbital du mobile, tandis que le

3¢ est normal a ce dernier, dans la méme direction que le moment angulaire. Le vecteur ﬁ est
orienté suivant le rayon vecteur de I’engin spatial, et le vecteur vient compléter ce systeme
orthonormé.

Le repére tangentiel - normal. Le repére tangentiel - normal ressemble fortement au systeme
précédent. La principale différence réside dans I'orientation du 1°" vecteur. Au lieu de le diriger
suivant le vecteur position, on choisit plutot le vecteur vitesse. On obtient alors une base ortho-
normée de la forme F = ( , ,7) Les vecteurs ? et ﬁ sont dans le plan de 'orbite, et le

vecteur 7 reste identique a celui du repere radial - transverse - normal.

FIGURE 1.4 — Reperes locaux [12]

Ces reperes seront particulierement utiles lors de I’établissement des équations du mouvement
de notre engin spatial.

La définition de ces différents repéres étant faite, la description du mouvement de I’engin
devient possible, via I'introduction de certaines quantités appelées éléments.

1.2.2 Eléments orbitaux

Eléments rectangulaires

L’étude du mouvement d’'un objet céleste dans ’espace fait intervenir un probléme a six
degrés de liberté : trois associés a la position du mobile et trois a sa vitesse. Ce nombre découle
de l'application du Principe Fondamental de la Dynamique. Les éléments dits rectangulaires
correspondent ainsi aux six parametres donnés par le vecteur position 7 de I'objet et son
vecteur vitesse U. Ces deux vecteurs se décomposent dans les reperes géocentriques précédents
sous les formes suivantes :

- dans le repéere équatorial,
7= X[? +YJ7 +ZK? et U = X[? +YJ7 +Z'K?;
- dans le repere équinoxial,

- :XF?JFYGa et 7:X'F?+YIG8§

ou la notation * désigne 'opérateur de dérivation temporelle.

Cependant, des parametres plus adaptés sont utilisés en pratique, tenant mieux compte de
la physique du probléme étudié.
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Eléments képlériens

L’introduction de ces éléments appelés képlériens se justifie par I’allure de la trajectoire suivie
par un mobile autour d’un corps céleste : une conique (ellipse, parabole ou hyperbole), dont le
corps céleste est 'un des foyers. Cette forme particuliere résulte des lois de Kepler, dont 1’énoncé
est précisé par la suite.

Ces éléments sont décrits relativement a un repere galiléen donné R, ayant pour origine O
le centre de gravité du corps attractif. Typiquement, dans notre contexte, il s’agirait du repere
équatorial défini précédemment. Ainsi, ces parametres, au nombre de six, déterminent la position
précise du mobile dans ce repére. On les note

(a,e,w,i,Q, M), (EK)

reliés aux caractérisations suivantes (ou l’on précise leurs unités physiques),

dimensions et forme de la conique : a [m] et e [sans dimension];

position de l'orbite dans son plan : w [rad];

position du plan de l'orbite : i [rad] et Q [rad];

position du mobile sur son orbite : M [rad], mais celui-ci peut différer, voir plus loin.

Dimensions et forme de la conique. Elles sont définies par les quantités :

> demi-grand axe a : il correspond a la moitié du plus grand diameétre pour une ellipse,
définissant sa taille « absolue ». Il est infini pour une parabole ou une hyperbole,

> excentricité e : elle représente I'écart de forme entre la conique et le cercle parfait
dont 'excentricité est nulle. Elle permet de définir la forme de I'orbite. Précisons son
expression et quelques valeurs particulieres.

- si e < 1, on obtient un graphe fermé et une orbite périodique

- lorsque e = 0, 'orbite est circulaire,

- lorsque 0 < e < 1, 'orbite est elliptique et ce dernier vaut /1 — Z—i,
- si e > 1, le graphe est ouvert et,

- lorsque e = 0, l'orbite est parabolique,

- lorsque e > 1, l'orbite est hyperbolique et e vaut /1 + Z—z.

Position de ’orbite dans son plan. On définit I’argument du péricentre w, correspondant a
I’angle formé par la ligne des nceuds et la direction du péricentre, dans le plan orbital. Il
varie entre 0 et 7.

Position du plan orbital. Elle est donnée par les angles :

> inclinaison i : il s’agit de 'angle entre le plan de l'orbite et le plan de référence du
repere R choisi (correspond au plan équatorial ici). Il est défini entre 0 et 7, avec

- si4 =0, on parle d’orbite équatoriale,
- si0 <4< 3, lorbite est dite directe, et,
- si § <i<m, elleestdite rétrograde.

> longitude du neud ascendant §2 : il correspond a ’angle entre I’axe vernal et la ligne
des noeuds, dans le plan de référence. Il évolue entre 0 et 2.

11
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FIGURE 1.5 — Eléments képlériens [8]

Position du mobile sur son orbite. Différents angles, que I’on nomme anomalies, permettent
de préciser cette position. On en distingue trois :

> l'anomalie moyenne M représente la fraction de la période orbitale qui s’est écoulée
depuis le dernier passage au péricentre. Il évolue linéairement en temps (dans le cas
d’un mouvement képlérien seulement!),

M:n(t_tp)’

oun = \/az3 correspond au mouvement moyen, et ¢, a la date du dernier passage au
péricentre,

> l'anomalie vraie v : il s’agit de 'angle formé par la direction du péricentre et le vecteur
position du mobile,

> ’anomalie excentrique E : il correspond a ’angle entre la direction du péricentre et

celle donnée par la projection de la position du mobile sur le cercle auxiliaire de rayon
a. Ce cercle est représenté en pointillés dans la figure suivante, autour de l'orbite.

"““M_:Q-
A
\
_-_—_-_-""'\ .\‘
S\
A
1
4
Vv —
=P
O

FIGURE 1.6 — Anomalies, définies dans le plan orbital [8]

D’autres quantités, issues des anomalies, permettent de caractériser également la position
sur orbite,

- la longitude orbitale (ou vraie) Q+ w + v;
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- la longitude moyenne Q+w + M ;
- la longitude excentriqgue Q4w+ F;

ou l'angle Q + w correspond a la longitude du péricentre.

Cependant, 'utilisation de ces éléments képlériens peut conduire a des singularités, dans les
situations o,

- e = 0 (orbite circulaire) : dans ce cas, la direction du péricentre n’est pas définie, ainsi que
I'argument du péricentre w et 'anomalie vraie v ;

- i = 0 (orbite équatoriale) : la ligne des nceuds n’est pas présente, entrainant la non-
définition de la longitude du nceud ascendant €2 et de 'argument du péricentre w.

Pour remédier a ces quelques « défauts », des éléments auxiliaires, dérivés de ces éléments ké-
plériens, ont été élaborés.

Eléments équinoxiaux
Les éléments équinoxiauxr ont été crées par Lagrange pour éviter justement les singularités

présentes par 'utilisation les éléments képlériens. Leurs définitions & partir de ces derniers sont
onnées par les équations suivantes
d 1 t tes,

a=a
f=ecos(w+Q)
g =esin(w+ Q)

h = tan % cos () (EQ)
k = tan % sin €2
L=0O+w+v,
avec les relations réciproques associées,
a=a

ﬁ<> )

w = tan J) —tan™ ' (=

i=2tan"! (fm) " (EQiny)
= tan~ (%

v=L—-—w-QO.

Quelques variantes des expressions (E£()) existent. Par exemple, comme dans l'article [12], le
demi-grand axe a est remplacé par le mouvement moyen n, ou sinon par le semilatus rectum
p=a(l- 62), correspondant a la demi-corde parallele & la directrice passant par le foyer de
Dellipse [20].

A présent, apres les explications effectuées concernant les repeéres et les différents éléments
orbitaux, on dispose des principaux outils nécessaires a 1’établissement des équations du mouve-
ment. Mais avant de réaliser cela, il nous faut préciser les relations existantes entre ces différents
« objets ».

1.2.3 Changement de repére

La définition de reperes et d’éléments multiples nécessite de pouvoir naviguer entre eux de
maniere relativement aisée, via plusieurs relations matricielles.

13



Passage du systeme équatorial au systeme équinoxial

La matrice de passage du systeme équatorial au systeme équinoxial nous permet d’exprimer
les composantes d’un vecteur du 1°' systeme en fonction de ses composantes dans le 2°. On
dispose ainsi de la relation,

X Xp L (1t h? — k2 2hk 2k Xp
YJ = Ml YG = E 2hk 1-— h2 + k2 —2h YG ) (Pl)
Zx 0 —2k 2h 1—h%2—k? 0
avec
B=1+h?+k. (1.1)

On peut d’ailleurs écrire les coordonnées (X7,Yy, Zx)" et (Xp,Yq,0)T en fonction des élé-
ments équinoxiaux. On a ainsi les identités,

X A (1+h? — k%) cos L + 2hksin L
Y; | = T 2hkcos L+ (1 —h? +k?)sinL |, (Ry)
Ik 2 (hsin L — kcos L)
et,
XF cos L
Yo | =a—|sinL (R2)
0 w 0

ou les quantités inconnues valent,

W =14 fcosL + gsin L. '

Passage du systeme radial-transverse-normal au systéme tangentiel-normal

L’écriture des composantes dans le systeme radial-transverse-normal d’un vecteur en fonction
de celles dans le repere tangentiel-normal est particulierement utile pour I’écriture des équations
de Gauss, donnant la dynamique d’un objet spatial soumis & certaines forces. On peut ainsi

écrire,
R T + (fsinL — gcosL) - 0\ (T
S|=M|N|= L L (fsinL—gcosL) O| N[, (P)
A Z 0 0 1) \z
avec
D:\/1+2fcosL+2gsinL+f2+gz. (1.3)

Passage du systeme équatorial au systeme tangentiel-normal

La transformation suivante permet d’écrire les composantes d’'un vecteur dans le systeme
équatorial en fonction de ses coordonnées dans le repére tangentiel-normal.

X; T | [(G1=1*+ k) B+2hka (—1—h%+ k) o — 2hkp 2kD T
Yy | =M | N| =25 (1—R2+ k¥ a—2hkB (=14 h*—k?) B — 2hka —2hD N,
Zk Z 2 (ha + kf) 2 (ha — kp3) (1-r2—k))D) \Z
(Ps)
o a= f+cosL
B =g +sin L. (1.4)
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A ce stade, on dispose de 'ensemble des outils nécessaires & la bonne description de la
dynamique d’un satellite autour de la Terre. Les forces mises en jeu a ce niveau seront par la
suite précisés, ainsi que les équations du mouvement. On va distinguer deux situations, leur
principale différence étant due aux forces prises en compte dans chaque cas.

Le mobile et le corps céleste central seront toujours supposés ponctuels, de masses respectives
m et M.

1.2.4 Mouvement képlérien
Lois de Kepler

Pour expliquer les propriétés principales du mouvement des planetes du Systéme Solaire,
Kepler a énoncé trois lois, portant aujourd’hui son nom. Celles-ci reposent sur des hypotheéses
suivantes, exprimées dans le cadre général de notre étude. On suppose donc, dans un repere
inertiel centré sur le centre de gravité du corps céleste, que

- le mobile n’est soumis qu’a ’attraction gravitationnelle de ce corps céleste,
GMm m
?CHM = - r ? = _L77

ol 7 est le rayon vecteur joignant le centre de gravité du corps céleste au mobile, de
module r, G est la constante d’attraction universelle, et © = GM est la constante de
gravitation du corps attracteur;

- le corps central est supposé sphérique et de répartition massique constante (homogéne).
Sous ces conditions, la trajectoire du mobile obéit aux trois lois suivantes :
1. la trajectoire est une ellipse dont un de ses foyers est le corps attractif,

2. laire balayée, par unité de temps, par le rayon vecteur joignant le centre du corps céleste
au mobile est constante,

3. dans le cas d’une orbite elliptique, le carré de la période varie proportionnellement au cube
du demi-grand axe.

Equations du mouvement

Dans ce cadre, le Principe Fondamental de la Dynamique nous permet d’écrire les équations
du mouvement, nous donnant 1’évolution temporelle de la position du mobile. On a

P
dd? = —/J?Tga (Mg)

munies des conditions aux limites (orbite initiale et orbite finale & atteindre dans le cas du
transfert orbital), assurant son caractére bien posé. Cette équation différentielle, écrite en élé-
ments rectangulaires, peut, via la transformation bijective T étre exprimées en termes d’éléments

orbitaux képlériens,
da di

£, b
€ asi *
220 9" )
@ =0 “F=n

Les parametres caractérisant la forme et la position de I'orbite restent constants. Seule la posi-
tion angulaire sur orbite du mobile (anomalie moyenne ici) varie linéairement en temps, via le
mouvement moyen 7n.

Cette approximation « képlérienne » du mouvement pour un satellite en rotation autour de
la Terre reste valable lors de la 1™ phase de définition d’une orbite, dite d’analyse de mission.
Mais elle reste toutefois simplificatrice. Des modeles plus précis peuvent étre obtenus, tenant
compte de forces autres que l'attraction terrestre.
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1.2.5 Mouvement perturbé
Notion de perturbation orbitale

En réalité, le mouvement d’un satellite ou de tout objet céleste en orbite terrestre n’est jamais
parfaitement képlérien. Des forces supplémentaires, modélisant par exemple I'inhomogénéité de
répartition des masses terrestres ou bien le champ de gravitation des astres voisins, agissent sur
ce mobile, entralnant une « perturbation » de son mouvement, et donc de sa trajectoire.

On va distinguer deux catégories de perturbations, suivant leur caractére conservatif ou non :

- les perturbations gravitationnelles : les accélérations dérivent d’un potentiel, et sont donc
conservatives. Toutes les forces issues de 'attraction universelle de Newton sont de ce type.
On peut par définition écrire

’E =VUp;

- les perturbations non gravitationnelles : dans ce cas, elles ne dérivent pas d’'un potentiel.
Ces forces sont associées a un gain ou une perte d’énergie du systéme. Entrent dans cette
catégorie le frottement atmosphérique, ou bien la poussée par exemple. On note de fagon

générale une accélération perturbatrice non gravitationnelle 'yg

Ces différents effets seront décrits dans la sous-section 1.3 de maniere plus détaillée. D’ailleurs,
un apercu de leurs ordres de grandeur par rapport au terme d’attraction gravitationnelle terrestre
(que 'on peut appeler terme central képlérien) justifie I'utilisation de ce terme « perturbation ».
En effet, leurs magnitudes sont tres faibles devant ce terme principal. Ce qui se traduit, pour
une accélération perturbatrice quelconque 7_>p par

"
vp K 7”72 (Hp)

Equations du mouvement

Le mouvement perturbé d’un mobile autour d’un corps céleste central sous I’hypothese (Hp)
est décrit par les équations
P27 7

— = —H—g T =K + 7P, (Mp)

toujours munies des conditions aux limites (orbite initiale et orbite finale a atteindre). On
peut ainsi considérer la trajectoire réelle comme une faible « déformation » de la trajectoire
képlérienne. Cette perturbation de la conique est plus « visible » en écrivant 1’équation (M p) en
termes d’éléments orbitaux képlériens. La bijection 7 nous permet a chaque instant de temps
t, de convertir les éléments rectangulaires en éléments képlériens. Ce qui nous donne I’équation
suivante, équivalente a (Mp),

at — N 752: Y4

d d

=0 GT= (Mp)
dw aM

a =3 g = no+ 7,

ol ng = /a% est le mouvement moyen, avec ag correspondant a la valeur du demi-grand axe a
0

sans perturbation (autrement dit de 'orbite képlérienne). Les termes 7; y sont supposés petits.

Ces parametres orbitaux évoluant cette fois en temps sont appelés éléments osculateurs. 1ls
correspondent, & un instant ¢ donné, aux éléments képlériens de ’orbite que suivrait le mobile
s’il n’était plus perturbé a cette date. La trajectoire issue de ces éléments, dite osculatrice, n’est
qu'une approximation, toutefois tres précise, de la trajectoire réelle. Elle est tangente a cette
derniere (elles ont le méme vecteur vitesse), mais elles n’ont pas le méme rayon de courbure, car
leurs accélérations different.
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Les équations du mouvement, que ce soit dans le cas képlérien ou perturbé, ont été écrites
en termes d’éléments orbitaux képlériens, mais peuvent bien stir s’exprimer a ’aide des éléments
équinoxiaux, grace aux relations données par (E(Q) et l'utilisation de la formule de dérivation
des fonctions composées.

Equations de Lagrange et de Gauss

Nous avons vu précédemment que 'accélération perturbatrice 'ﬁ, intervenant dans les équa-
tions (Mp) et (M}), pouvait dériver ou non d’un potentiel. Dans la 1'® situation, si ’on note
5P = VUp, I'équation (Mp) peut s’écrire,

27 7

i = ~Hog + VUp =% + VUp.

Et comme ,},—K> dérive également d’un potentiel,

@:vw:v(’:),

on peut écrire,

dt?
L’écriture du second membre sous forme de gradient aboutit aux équations de Lagrange. Tou-
tefois, celles-ci ne permettent pas de tenir compte des possibles accélérations non conservatives,
telles que la poussée par exemple. Il est donc nécessaire d’établir ces équations dans un cadre
plus général, ce qui nous conduit aux équations de Gauss.

27 (u

r

—|—UK).

Les équations de Gauss décrivent 1’évolution des parameétres orbitaux, képlériens ou équi-
noxiaux, lorsque I’accélération perturbatrice 'y—p> est décrite dans un repére local, attaché au mobile
avec lequel il évolue. Ces équations vont étre exprimées a l'aide des éléments équinoxiaux, en
décomposant ’accélération perturbatrice dans les deux reperes orbitaux locaux que nous avons
définis :

- le repére radial-transverse-normal : ﬁ = ’mﬁ + 75? + 727 et

- le repere tangentiel-normal : ’7—p> = VT? + nyﬁ + fyZ?

Les équations de Gauss décrivent 1’évolution des parametres orbitaux, képlériens ou équi-
noxiaux, lorsque 'accélération perturbatrice fﬁg est décrite dans un repére local, attaché au mobile
avec lequel il évolue. Ces équations vont étre exprimées a l'aide des éléments équinoxiaux, en
décomposant 'accélération perturbatrice dans les deux repeéres orbitaux locaux que nous avons
définis :

- le repere radial-transverse-normal : 'ﬁ = wgﬁ + 75? + 727 et ;

- le repére tangentiel-normal : 7p = 'yT? + nyﬁ + 727

Nous allons pour cela nous baser sur larticle [20], pour essayer de retrouver les équations de
la these [11], que nous utiliserons par la suite. L’article [20] formule les équations de Gauss
suivant les deux types d’éléments orbitaux, dans les deux reperes précédents. Il y a toutefois
un « mais » a souligner. Dans la définition des éléments equinoxiaux, nous avons vu que le 6°
parametre, donnant la position angulaire sur orbite pouvait varier suivant la longitude choisie :
vraie, excentrique ou moyenne. La these [11] travaillant avec la longitude vraie et le repére
tangentiel-normal, quelques calculs sont nécessaires au préalable avant d’aboutir aux équations
voulues.
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Le point de départ est formé des équations de Gauss avec les éléments équinoxiaux et 1'ac-
célération perturbatrice exprimée dans le repere radial-transverse-normal,

%‘Z — 2\/%1;#% [(fsin L — gcos L) vr + Wrg]

% = \/%% [Wsin Lyg + A(L)ys — g (hsin L — k cos L) vz]
‘jlfg = \/%% [—W cos Lyr + B(L)ys + f (hsin L + kcos L) vz]

S|

1 [%B COSL} vz e
1 [%BsinL} Yz
cf# \/pE;aWQ‘i‘\/g% (hsin L — kcos L)z,

QL
El
e

=]

{ A(L)=f+4+cosL(1+W), (1.5)
B(L)y=g+sinL(1+W). .

pl_ @A g @1
W n W P ad A3’

Grace aux identités

ainsi qu’a la relation de passage du repére radial-transverse-normal au repere tangentiel-normal
(P,), on obtient

% —2 %A%'VT

ZJ;:\/Z%&% [MVT_F%(_29—2fgcosL+(f2—g2—l)sinL)ny—g(hsinL—kcosL)'yz}
%:\/%AWQ [Q(HWTHL)WVT+%(2f+(1—i—f2—g2)cosL+2fgsinL)7N+f(hsinL+kcosL)’yZ}
% = \/%% {%BCOSL} Yz

%: %%{%BsinL}’yz

%:\/GESZV%Z—F %%(hsinL—k:cosL)’yZ,

(Ec2)
On peut maintenant écrire le systéme final, cette fois sous forme matricielle, en notant z le
vecteur (a, f, g, h, kz)T,

{ g—f = f(z, L)7p
dL
dt

E
:go(xaL)—i_gl(:mL)fW:’)? ( GB)
ou
gaDW 0 0
e w (=29 —2fgcosL + (f*—g?>—1)sinL) —g(hsinL —kcosL)
f(x’”:ﬂ ks WL (9f 4 (14 f2 - g*)cosL+2fgsinL)  f(hsinL+kcosL) |-
H 0 0 %BCOSL
0 0 5Bsin L
(f)
et
(z,L) i (z,L) = (0,0 aA%(h'L kcos L) (9)
z,L) =/ —5—, z,L)=10,0,,/—~—= (hsin L — kcos )
90 @ 42 91 \/;W g

Distinction entre les variables orbitales

Si l'on observe plus attentivement les équations (M) et (A/},), donnant la variation tempo-
relle des éléments orbitaux képlériens, on peut remarquer deux niveaux d’évolution :
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- une évolution « rapide » pour le parametre définissant la position angulaire sur orbite
(anomalie/longitude vraie, excentrique ou moyenne) : celui-ci va varier beaucoup sur une
période orbitale donnée, avec présence de perturbations ou non;

- une évolution « lente » pour les éléments caractérisant la forme et la position de l'orbite :
ceux-ci vont peu changer sur une période orbitale, et méme rester constants en absence de
perturbations.

On peut ainsi classer les parametres orbitaux en deux types : les variables « lentes » et les
variables « rapides ».

1.3 Perturbations orbitales

Dans la sous-section 1.2.5, nous avons introduit brievement la notion de perturbation orbitale,
en la divisant en deux catégories distinctes :

- les perturbations gravitationnelles;
- et celles dites non gravitationnelles.

Dans tous les cas, ces perturbations sont toujours supposées faibles devant le terme principal
képlérien. En effet, considérons par exemple un satellite en orbite quasi-circulaire a une altitude
de 800 km. Supposons I'attraction centrale terrestre d’ordre 1, et regardons les ordres de grandeur
de quelques autres forces. On a les magnitudes suivantes (issues de [7])

- 1072 pour la perturbation due & l’aplatissement terrestre

- 1079 pour les perturbations issues d’autres inhomogénéités terrestres ;
- 1077 pour lattraction lunaire;

- 1078 pour 'attraction solaire.

Ces valeurs confirment bien la validité de I’hypothese effectuée. Certaines de ces perturbations
seront décrites de maniére plus détaillée, en précisant leur expression.

1.3.1 Perturbations gravitationnelles

On parle de perturbations gravitationnelles car il s’agit de forces résultant de 'attraction
universelle de Newton. Dérivant d’un potentiel, elles sont conservatives. Toutes les forces issues
de Pattraction de tout corps céleste sont de ce type. Elles s’écrivent sous la forme générale

G =VUp.

Dans ce qui suit, nous allons décrire plus précisément un exemple de perturbation gravitation-
nelle, 'attraction luni-solaire, en détaillant I’expression de ’accélération et du potentiel associé.
Cette démarche s’inscrit dans un processus de traitement général, applicable a n’importe quelle
perturbation gravitationnelle. Elle se divise en trois grandes étapes, nécessaire pour 'inclusion
de cette perturbation dans les équations de Gauss :
1. on exprime le potentiel gravitationnel Up en fonction des coordonnées cartésiennes du
mobile, dans le repére inertiel équatorial ;
2. on écrit ’accélération 71@, en calculant le gradient du potentiel précédent. Ce que I'on
peut écrire de facon formelle

oU oU oU
%:W@:%?+¢7+ﬁ?:5§?+5§7+5§ﬁ

en restant toujours dans le repere équatorial ;

3. les composantes de 'accélération perturbatrice sont cette fois exprimées a ’aide des élé-
ments équinoxiaux, via les identités données par (/). On exprime ensuite cette accéléra-
tion dans le repeére local tangentiel-normal, grace a la relation de passage (),

Q=BT + 18N ++52
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Perturbation luni-solaire

La perturbation luni-solaire résulte de l'attraction gravitationnelle exercée par la Lune et
le Soleil. Ces deux astres sont notamment a ’origine du mouvement des masses terrestres et
océaniques, contribuant & rendre la Terre non homogene. Ces forces perturbatrices doivent étre
prises en compte lors de I’étude de satellites en orbite terrestre, afin d’obtenir un modele dyna-
mique précis et pertinent. Nous allons écrire ’expression de son accélération ainsi que de son
potentiel, en suivant la procédure générale citée ci-dessus.

Etape 1. Expliquons briévement dans un 1° temps comment l'expression du potentiel d’at-
traction d’un astre perturbateur A, supposé ponctuel de masse My, sur un mobile donné
est obtenue. Le mouvement du satellite étant étudié dans un repere attaché a la Terre, on
regarde en réalité I'attraction différentielle exercée par I'astre sur cet engin. En omettant le
détail des calculs intermédiaires (ce qui est décrit dans [8]), le potentiel attractif de 1’astre
A sur lobjet céleste peut s’écrire

ou ’on note,
- pa = GM4 la constante gravitationnelle de astre A,
- 7 et 74 les vecteurs position du mobile et de 'astre A,
- ;)7; le vecteur 74 — 7.

En considérant ici la Lune et le Soleil comme étant nos astres perturbateurs ponctuels, le
potentiel luni-solaire va s’écrire dans le repere équatorial

1 7eri 1
Us= > GMy [ - 73A - 1 ; (Urs1)
A=L,S PA TA TA

en associant les notations précédentes a la Lune et au Soleil. Pour calculer ensuite I'ac-
célération perturbatrice associée a ce potentiel, ce dernier doit étre exprimé a l’aide des
coordonnées (X,Y,Z) de l'engin, ainsi avec celles de la Lune (X,Yz,Z1) et du Soleil
(Xs,Ys,Zg). Or on dispose des relations, pour A =L, S

r= VX AY24 22, ra =\ XE YR 22, pa=(Xa—X)P 4 (Ya—Y) +(Za— 2)%,

nous permettant d’écrire,

1 XXa4+YYa+227
Urs = Z GMy - > =~ A2 2 23A* SRR TR 2
WSs VX=X 4+ (Va-Y)?+(2Za—2° VXETYETZ3 AatYai+Zy
(Urs2)
Etape 2. L’accélération perturbatrice est obtenue en calculant le gradient de (Uzg2). Comme,
pour A=1L,S,
-
v 1 _(XA—X Yi-Y ZA—Z>
= 3 3 3 J
VXA =X+ (Y4~ YV + (24 - 27 i e
T
XX YY\+2ZZ X4 Yy Z 1
A+ YYs+ Al _ 7A77A,7A N :(O,O,O)T,
3 33 ps 2 2 2
/X2 4+ Y3+ 22 A Ta Ta VX3 +Yi+2Z3
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les composantes de l'accélération luni-solaire dans le repére inertiel équatorial (?, 7, I_g)
s’écrivent

Xa—X X

I _ A A
TLs = Z GMa 2 2 23_ 2 2 20|
ALs X=X (=Y (Za- 27 XE+YR 2

Yqa-Y Y.

J A A
TLs = Z GMa 2 2 ? 2 2 2% |
ALs (X =X+ (=Y +(Za- 2 \XAYEH 2

a— 24 Z

K A A
LS = Z GMA 2 2 23_ 2 2 23 ‘
ALs X=X+ (=Y + (Za- 2 XA+ YRZE

(Ars1)
Etape 3. Afin de pouvoir inclure cette accélération dans les équations de Gauss (Egs), on
doit I'exprimer dans le repére tangentiel-normal (?,ﬁ, ?) lié au mobile. Il nous faut

également écrire les coordonnées cartésiennes (X, Y, Z) de 'engin en fonction des éléments
orbitaux équinoxiaux, ce qui est possible grace a la relation (R;), que nous reprécisons ici

X A (1+ h? — k?) cos L + 2hksin L
Y = ag 2hkcos L+ (1 —h%*+k*)sinL |,
Z 2 (hsin L — kcos L)
ou
A= 1_f2 _927

B=1+h%*+k?
W =1+ fcosL + gsin L.

Le passage dans le repére tangentiel-normal est ensuite réalisée grace a la relation (Ps),
dépendante des éléments équinoxiaux du mobile. On en déduit donc

R 7£s ? ’Yis ? - 7£s ?
VLS = ’)’is : 7 = ’Yis - | M3 ﬁ = | M; 'Yis : 7\} (ALSQ)
755 ? 715{5 ? Wf{s

En ce qui concerne les positions (X4,Y4,Z4), A = L,S de la Lune et du Soleil, ces
derniéres vont étre exprimées en fonction du temps. Leurs mouvements respectifs seront
simulés grace a l'utilisation d’éphémérides tabulées, données par exemple par le systeme
HORIZONS développé par le Jet Propulsion Laboratory (JPL) de la NASA, et disponible

a l’adresse Internet suivante
http://ssd. jpl.nasa.gov/horizons.cgi#top.

Le choix des données a interpoler va dépendre de la date choisie. En effet, les coordonnées
cartésiennes de la Lune et du Soleil sont exprimées en réalité dans un repere géocentrique
équatorial quasi-inertiel, appelé J2000, qui dépend de la date.

1.3.2 Perturbations non gravitationnelles

On classe dans cette catégorie toutes les forces perturbatrices qui ne dépendent pas de la
masse de l'objet spatial. Par le Principe Fondamental de la Dynamique, on peut montrer que
leurs accélérations sont inversement proportionnelles a cette masse. De plus, contrairement aux
forces dites gravitationnelles, elles ne dérivent pas d’un potentiel et sont donc non conservatives.
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Ces forces sont ainsi nécessairement a l'origine d’un gain ou d’une perte d’énergie du systeme.
Leurs accélérations présentent également une particularité importante : étant dépendantes de la
masse du mobile et de ses propriétés géométriques et physiques, elles peuvent permettre d’exercer
un controle sur cet objet. Cependant, cette dépendance entraine forcément une certaine difficulté
de modélisation. Font partie de cette catégorie :

- le frottement atmosphérique ;
- la pression de radiation solaire;

- la poussée, dépendante de la technologie utilisée : propulseurs électro-ionique, ou a réponse
impulsionnelle, etc.

Parmi ces exemples, seule la force de poussée sera prise en compte en tant que perturbation non
gravitationnelle exercée sur le mouvement du satellite.

Poussée et propulsion électro-ionique

Un engin spatial, par exemple dans le cas du transfert orbital, nécessite d’étre propulsé pour
pouvoir étre mis en mouvement. Ce qui est assuré par différents systemes motorisés : électro-
ioniques, ou chimiques a réponse impulsionnelle. Dans notre cadre d’étude, on s’intéresse tout
particulierement aux systemes électro-ioniques, en plein développement. Présentons briévement
leur fonctionnement. Ces moteurs fournissent une force de propulsion ou force de poussée par
ionisation de gaz (« carburant » tels que le xénon) et non par combustion comme les moteurs
classiques. Si ’on note v, la vitesse d’éjection des ions, et ¢, le débit massique d’éjection, la
magnitude de cette force de réaction F' s’écrit

F = veqm. (P)

Ces systemes disposent de nombreux avantages, suscitant un intérét grandissant pour leur uti-
lisation dans diverses missions spatiales : maintien a poste ou contréle d’attitude de satellites,
transfert orbital, trajectoires interplanétaires, etc. En effet, leur grande vitesse d’éjection permet
une consommation moindre de carburant, augmentant leur rendement par rapport aux moteurs
chimiques impulsionnels. D’ailleurs, 1’énergie nécessaire pour 'ionisation ne nécessite pas d’étre
transporté, des panneaux solaires fournissent cette énergie électrique. Ces propriétés permettent
d’accroitre la charge utile envisageable de transporter. Toutefois, ils présentent un inconvénient
de taille : ils engendrent une poussée, certes continue, mais faible (de l'ordre de quelques New-
tons), ce qui ne permet pas de les utiliser par exemple pour le lancement de véhicules spatiaux.

Cependant, cette force de poussée, certes de magnitude faible, va nous permettre de contréoler
I’engin spatial. Cette commande va apparaitre dans les équations de Gauss par le biais de son
accélération, en notant des lors F' = 7,

% = z (Au)
m

perturbant continiment le mouvement képlérien de ’engin. La prise en compte de cette pertur-
bation non gravitationnelle fait apparaitre de nouvelles difficultés de modélisation, notamment
dans la situation du transfert orbital. La faible poussée conduit a des temps de transfert im-
portants : les parametres orbitaux équinoxiaux non angulaires n’évoluent que trés peu sur une
période orbitale (le parametre angulaire évoluant toujours rapidement), obligeant a effectuer un
nombre de révolutions élevé afin d’atteindre ’orbite voulue.

1.4 Récapitulatif

Précédemment, nous avons décrit le mouvement de notre engin spatial en donnant ’évolution
temporelle des parametres orbitaux. Nous disposions ainsi des équations de Gauss (Fs3), écrites
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sous forme matricielle, pour une accélération perturbatrice quelconque 7_>p exprimée dans le
repére tangentiel-normal

dz _ )AL

AV

G = g()((lf, L) + gl(‘rv L)7P7

ounzx = (a,f g,h, k)T désigne les parametres équinoxiaux non angulaires, L la variable angulaire
de position sur orbite, avec les fonctions f, go et g1 données par (f) et (¢). Il nous faut toutefois
maintenant préciser I’expression de cette accélération perturbatrice. On choisit ici de considérer
les perturbations orbitales dues a la propulsion électro-ionique de ’engin, et a 'attraction de
la Lune et du Soleil. Les accélérations issues de ces deux phénomeénes sont définies par les
relations (A,) et (A7g2)

U
%(:QL) = 7_>u +fm(w7[/) = E +’YTS>(35=L)7

ou seule m dépend des parameétres équinoxiaux du mobile. L’engin étant propulsé, son mou-
vement est associé a une perte de masse continue due a la consommation de carburant, dont
on doit tenir compte dans les équations. On ajoute ainsi la masse de I’engin m comme nouvelle
variable d’état, dont I’évolution est donnée par (P)

dm [[u]
2 _nen M
dt Ve (M)

comme ¢, = —%”, et avec |[ul| = \/u2 +u% +u% la norme de @ dans le repére tangentiel-
normal. Dans ce cadre, on dispose des équations, ou figure cette fois la commande U qui va

nous intéresser 5 .
dr — f(z, L)L + f(z,L)y04(x, L)

=L (E)
AL — go(x, L) + g1(z, L) L + g1 (2, L)704(2, L).
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Chapitre 2

Formulation controle optimal

Jusqu’a présent, nous avons pu décrire de maniere précise en quoi consiste le transfert orbital
d’un engin a faible poussée, du point de vue physique. On a ainsi pu établir :

- les parameétres et les reperes nécessaires a la description de son mouvement ;

- sa dynamique, non képlerienne, car soumises aux perturbations liées a la poussée générée
par le moteur du satellite, ainsi qu’a 'attraction exercée par la Lune et le Soleil ;

- les caractéristiques propres a la propulsion électro-ionique;

en l'illustrant par 'exemple de la mise a poste géostationnaire d’un satellite de type télécommu-
nications. Cette premiere étude va s’élargir a la situation ou I'on souhaite réaliser ce transfert
de maniere « optimale », c’est-a-dire en minimisant un certain critére de performance & préci-
ser. Cette problématique va s’inscrire dans le domaine du contréle optimal, dont nous rappelons
quelques notions nécessaires.

2.1 Quelques notions en controle optimal

Nous précisons ici quelques définitions et résultats importants en contrdle optimal, utilisés

dans le cadre du probleme de mécanique spatiale étudié dans ce manuscrit. De nombreuses

références relatives a ce domaine existent, parmi lesquelles [5] ou [22].

2.1.1 Forme générale d’un probléeme de contréle optimal

Considérons le systeme de controle général
i(t) = F(t.2(t), u(t)), (2.1)
munies des conditions aux limites
x(to) € Mo x(ty) € My, Mo, My CR", (2.2)

au sein duquel on désigne par
- x(t) € R™ l’état du systeéme;
- u(t) € Q@ CR™ le controle, parametre permettant d’agir sur le systéme;

- t € [to,tf] la variable indépendante, représentant généralement le temps. L’instant final
pouvant étre fixé ou non;

et ot la fonction f : RxR"xR™ — R" est supposée étre de classe C'. Ces hypotheses permettent
d’assurer, d’apres le théoréme de Cauchy-Lipschitz, ’existence d’une unique solution maximale
T = x, pour tout controle u donné. On définit ainsi 'ensemble des controles admissibles U,
correspondant aux commandes pour lesquelles la trajectoire associée est bien définie.
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Le probleme de contréle optimal peut deés lors s’énoncer de la manieére suivante. Parmi
toutes les solutions du systéme de contréle (2.1) reliant x(tp) a x(ty), il s’agit de déterminer
celle minimisant un certain critére ou fonction cofit

Tt o(tg) ulty) = glty, x(tp) + / £t (), u(t)dt, (2.3)

éventuellement sous contraintes sur le contrdle ou sur I’état, ot les fonctions f0 : RxR” x R™ —
Ret g: RxR™ — R sont de classe C!. Lorsque une telle trajectoire existe, elle est dite optimale
pour le critére de performance choisi. La régularité des fonctions mises en jeu peut étre affaiblie.

Plusieurs méthodes sont & notre disposition pour résoudre un tel probléeme. Deux grandes
approches existent, I'une fondée sur le Principe du Maximum de Pontryagin, et I'autre sur le
principe de programmation dynamique de Bellman.

2.1.2 Le principe du Maximum de Pontryagin

Ce théoreme fondamental, développé par Lev Pontryagin et ses collaborateurs dans les années
50, constitue une généralisation de certains théorémes issus du calcul des variations. Il fournit
une condition nécessaire d’optimalité et permet d’exprimer le controle optimal en fonction de
I’état du systeme et de ’état dit « adjoint ». Plusieurs variantes de ce principe existent, suivant
la présence ou l’absence de contrainte sur le contréle ou sur ’état, ou bien selon les hypothéses
réalisées sur les espaces fonctionnels mis en jeu. En voici un énoncé, issu de [22] .

Enoncé

On se place dans le cadre général de contraintes sur la commande, 2 C R™, aboutissant au
Principe du Maximum de Pontryagin fort.

Théoréme 2.1. Si le controle u associé au systéme de controle (2.1) est optimal pour le coit
(2.3), alors il existe une application p : [to,tf] — R™ absolument continue appelée vecteur
adjoint, et un réel p° < 0, tels que le couple (p,po) soit non trivial, et tels que les équations
suivantes soient vérifiées pour presque tout t € [to, tf]

#(t) = G (t,2(t), p(t), p°, u(t))
p(t) = _887];«[ (t,:B(t),p(t),po, u(t» )
ot H (t,x,p,p° u) = (p, f(t,z,u)) + p’ fO(t, x,u) est le Hamiltonien du systéme. De plus, on a

la condition de maximisation suivante presque partout sur [to,tf]

H (t,2(t), p(t),p°, u(t)) = max H (t,2(t), p(t),p°,v) (Cwr)

veEQN

(EQH)

Remarque 2.1. Dans le cas d’absence de contrainte sur le controle, Q = R™, la condition de
mazximisation se réduit a une simple équation, dite de stationnarité ou de contrainte

O (1 (0),(0). 2, (1) = O (Cs)

On parle alors de Principe du Mazimum faible.

Remarque 2.2. Suivant la convention choisie sur le signe de la variable duale du coit p°, on
aboutit soit au Principe du Mazimum (lorsque p® < 0 comme précédemment), soit au Principe
du Minimum (si p® > 0).
Conditions de transversalité

Suivant les hypotheses effectuées sur le temps final ¢; ou sur les conditions finales, on aboutit

a des conditions supplémentaires, dites de transversalité.
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Sur le Hamiltonien. Si le temps final ¢y pour joindre la cible M; est libre, on dispose de la
condition suivante a l'instant final

max H (tf7$(tf)ap(tf)7po,v) = —pogi (g, x(ty)) (2.4)
ou bien 5
H (tg,0(tp),plt). 0" ulty)) = =p" S (b a(tr) (CTh)

dans le cas ou la commande u est continue au temps .

Sur le vecteur adjoint. Si les deux ensembles My et My (ou juste 'un des deux), sont des
variétés de R™ ayant des espaces tangents en z(0) € My et x(ty) € My, alors le vecteur adjoint
peut étre construit de sorte a vérifier les conditions suivantes aux deux extrémités

0
p(to) L TpyMo et P(tf)_POa%(tfvx(tf))J—Tz(tf)Mf- (CTa)

2.1.3 Probléeme aux limites

Les conditions nécessaires d’optimalité apportées par le Principe du Maximum du Pontryagin
nous permettent tres souvent, via la condition de maximisation (), ou bien 1’équation de
stationnarité (C's), d’exprimer le controle extrémal en fonction de I'état du systeme xz(t) et
I'état adjoint p(t)

u(t) =U(z(t), p(t), te€ [to,ty]. (25)
Il peut ensuite se substituer dans les équations (F(Q)H), conduisant & un systéme différentiel
vérifié par le couple (z(t),p(t)) seulement

p(t) = ~ O (¢ w(t), p(t), 3", Ua(t) p(1))) ¢ € [tor ], (26)

auquel s’ajoute les conditions aux limites sur ’état et les éventuelles conditions de transversa-
lité sur le vecteur adjoint. On aboutit dés lors & un « simple » probléme aux limites, que 'on
peut résoudre par les méthodes numériques usuelles de traitement de cette classe de probléemes
(typiquement, méthode de tir et méthode de collocation).

Ci-dessous, on propose une formalisation des problemes de transfert orbital a faible poussée
sous la forme « controle optimal », qui s’inscrit dans les notions décrites précédemment.

2.2 Transfert optimal a faible poussée

L’objectif du probleme de transfert optimal a faible poussée est typiquement de :

Propulser continiiment un engin spatial a propulsion électro-ionique d'une orbite initiale a une
orbite finale, de maniére performante.

Une telle problématique s’inscrit dans le cadre du contréole optimal. Il peut ainsi s’écrire sous la
forme générale (2.1)-(2.2)-(2.3). Il nous faudra donc identifier :

1. I’état et la commande permettant de le controler,

2. le critere de performance a satisfaire,

3. la dynamique mise en jeu, a laquelle on ajoute les conditions initiales et finales que ’état
doit vérifier.
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2.2.1 Critére a minimiser

Deux types de criteéres seront considérés, conduisant a deux problémes de transfert orbital
différents. Dans le premier, on souhaite pouvoir l'effectuer en temps minimal, c¢’est-a-dire en
minimisant la durée nécessaire pour atteindre ’orbite finale. Typiquement, cela revient a écrire

J =ty (T)

ou le temps final ¢ est considéré comme libre. Dans le second, il s’agit de réduire la masse de
carburant consommeé par ’engin. Ce qui équivaut & maximiser sa masse totale en fin de transfert,
puisque qu’elle correspond & la masse de carburant a laquelle s’ajoute la masse dite séche, qui
elle demeure constante. On a ainsi, a horizon final ¢; fizé

J = —mlts); (M)

ou m désigne la masse de I’engin, qui est donc variable.

2.2.2 Etat et contréle du systéme

L’état va simplement se constituer des parametres permettant de décrire le mouvement de
I'engin spatial, autrement dit ses éléments orbitaux équinoxiauz (a, f, g, h,k, L) auxquels vont
s’ajouter sa masse m, dont ’évolution est donnée par 1’équation (P), rappelée ici

dm _ ||

dm _ ] M
o o (Mq)

La variable ¥ intervenant dans (M) représente la poussée de 'engin, commande qui va nous
permettre d’agir sur le mouvement du satellite. La propulsion étant électro-ionique, cette derniere
va étre caractérisée par une magnitude faible

ou | ¥| = \/u% + u3; + u? désigne la norme de 7 dans le repére local tangentiel-normal.

2.2.3 Dynamique et conditions aux limites

On souhaite a partir d’une position donnée sur 'orbite initiale

((10, an 90, h07 kOv LO))
atteindre une autre position fizée sur 'orbite finale
(af7 ff: gf, hf7 kfv Lf)a

sous la dynamique de controle spécifiée par les équations (M) et (E¢s), redonnées conjointement
ici,

B fe D) 4 fo DA L)
m
am _ _@ (Dy)
dt Ve
dL 0 .
o = o, L)+ oz, L)— + g1(x, L)yrs(z, L).

La longitude Ly finale étant fixée, on ne parle pas d'un simple transfert, mais d’'un rendez-vous.
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Deuxieme partie

Résolution des problemes de transfert
et rendez-vous orbitaux a faible
poussée : moyennisation
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Chapitre 3

Approche théorique

Dans le Chapitre 1, apres la définition de la notion de perturbation orbitale, nous avons
pu mettre en évidence la caractéristique principale des problémes de transfert orbital a faible
poussée, a savoir la présence de plusieurs échelles d’évolution dans la dynamique. Cette spécificité
oblige a recourir a des méthodes spécifiques de résolution telle que la moyennisation, ce qui va
s’avérer étre particulierement adapté. En effet, cette derniére va permettre d’approcher (en un
sens a préciser) le probléme considéré via I'introduction d’un nouveau probléme, dit moyenné.

Dans la premiere section, deux types de moyennisation vont étre décrites, la seconde consti-
tuant une amélioration de la premiere. Nous verrons ensuite que la démarche réalisée pour la
résolution des problemes a faible poussée se situera au croisement de ces deux méthodes.

3.1 Moyennisation en contréle optimal

3.1.1 Moyennisation au sens de Chaplais

Cette méthode a été mise en ceuvre par F. Chaplais lors de sa these [9]. Il s’agit d’une
adaptation aux problemes de controle optimal & dynamique « perturbée » des techniques de
moyennisation qui existaient déja pour les systemes différentiels, entrant dans le cadre des per-
turbations singuliéres. Nous en présentons une bréve description de ses concepts. Pour une revue
complete et documentée des méthodes de moyennisation en général, voir [11].

Probleme générique

Afin de mieux comprendre les principes sous-jacents & cette technique, considérons le pro-
bleme de contrdle optimal suivant, dit « rapidement oscillant ». Il s’agit de trouver la commande
u contrainte, v € {2, minimisant le critére intégral

ty
J(u) = [ L(t,x(t),u(t))dt, (3.1)

to
sous la dynamique a valeur initiale et a horizon fixé

dx t
W pe L ate) ) (32)

l‘(to) = X0

ou x représente classiquement 1’état du systeme, € > 0 un parameétre petit relativement aux
autres grandeurs et f une fonction w-périodique par rapport a la variable é Un tel systeme
présente, implicitement, deux échelles d’évolution différentes au sein de sa dynamique. En effet,
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en posant s = é et en exprimant (3.2) en fonction de cette variable on obtient

dx
S
gs (3.3)
ds
Au regard de ces équations, on va qualifier les variables x et ¢ respectivement de mouvement et
de temps lents, et é de temps rapide.
La résolution du probléme de controle optimal (3.1)-(3.2) conduit a 'application du Principe

du Minimum de Pontryagin faible. Les conditions nécessaires d’optimalité prennent la forme
suivante

u(t, £ (1), p(1)) = argmin, eq (1, (1), p(1), 1,0

Cc%(t) — %—H(t, g,x(t),p(t),pO,U(t, 2))

@ e t (3.4)
E(t) = _%(t7 ga a;(t),p(t),po,u(t, g))

z(to) = xo

p(ty) =0,

ou H(t, Lt x,p,p u) = (p, f(t, L, 2, u)) + p"L(t, x,u) désigne le Hamiltonien du systéme, p la
variable adjointe associée & 1'état = et p® > 0 la variable duale du coiit. On se retrouve face
a un systeme différentiel (en supposant que la minimisation du Hamiltonien puisse s’effectuer
formellement), o cette fois, le couple (x,p) représente le mouvement lent, et (¢,%) les temps
lent et rapide. Les différentes vitesses d’évolution, présentes dans la dynamique du systeme
initial (3.2) subsistent au sein du systéme extrémal (3.4), rendant sa résolution difficile du
point de vue numérique. Pour y remédier, on va procéder a 1’élimination du temps rapide g,
pour obtenir un systéme plus simple a résoudre car ne dépendant que du temps lent t. Cette
élimination se traduit par un processus de moyennisation.

Probléeme moyenné

On introduit le systéeme extrémal moyenné suivant

a(t, £ 2(1), (1)) = axgmin, e H (1, £, 2(0),5(0), )

‘Z(t) = %{[( ;- &), pt), p°,alt, )

@ b (3.5)
dilt)(t) = — 9% (t, . 7j(t)aﬁ(t)7poaa(ta : ))

Z(to) = xo

p(tr) =0,

qui approche le systéme (3.4), ot 'on désigne par
- I ’état moyenné,
- p ’état adjoint moyenné associé a &, et
- H(t,2,p,p°,u) = <ﬁ,f(t, < &, u(t, ))> + p°L(t, %, a(t, -)) le Hamiltonien moyenné.

Précisons que 'opérateur de moyenne ~ est défini par

f<t7x7 ) = i/owf(taxve)d07

pour une fonction (¢,z,0) — f(t,z,0) w-périodique par rapport a la variable 6. La commande

4, qualifiée également de moyennée, possede, contrairement aux variables Z et p deux compo-
santes : une lente via t, et une rapide via é Elle est donc a variation rapide. On peut montrer que
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le systéme moyenné (3.5) correspond en réalité aux conditions nécessaires d’optimalité d’un nou-
veau probleme de contréle optimal, dit moyenné, dans lequel la commande optimale moyennée
4 minimise le colit

s@ = [ Lt 20, a0, (3.6)
sachant que
L (NN ()
dt f( ) ) ) 9 (37)
Z(tg) = xo,

ou le temps final ¢ reste fixé. Ce probleme moyenné constitue une approximation satisfaisante
du probléme de controle optimal initial, dans le sens ou ce dernier « converge » vers le probleme
moyenné lorsque € tend vers 0. En effet, puisque le systéme (3.5) coincide avec ’approximation
asymptotique premiere des conditions nécessaires d’optimalité du probléme initial générique.
On peut ainsi utiliser la solution du probléme moyenné (3.6)-(3.7) pour approcher la solution
de (3.1)-(3.2), a condition que ¢ reste « suffisamment » petit.

Probléme induit

On peut également avoir recours & la commande moyennée pour contrdler la dynamique (3.2)
du systeme d’origine. Il s’agit alors d’approcher la solution de I’équation différentielle suivante,
qualifiée de induite

dz t -
i‘(to) = Xg-

F. Chaplais a établi des résultats d’erreur entre la solution d’un tel systéme, la solution moyennée
et la solution du probléme générique. Cette erreur est en O(e) pour ’état (en norme L), et le
contrdle (en norme L?). En ce qui concerne le cofit, 'erreur est en O(g?).

S. Geffroy a, lors de sa thése [11], généralisé ces résultats et la notion de moyennisation au
cas de probleme de contrdle optimal & variable indépendante finale ¢ libre, et a état final x(ty)
fixé. Toutefois, malgré ces améliorations, cette moyennisation « au sens de Chaplais » présente
quelques limites, dans le sens ou

- il ne permet pas de prendre en compte la situation ou le critere & minimiser dépendrait
éventuellement de la variable rapide é ;

- I’hypotheése de périodicité par rapport a é reste restrictive, rendant la méthode inapplicable
dans le cas contraire;

- Papproximation asymptotique empéche ’écriture de résultats d’erreur adaptés au phéno-
meéne numérique, par exemple en considérant ¢ € [0, e[, £9 > 0.

Toutes ces raisons ont conduit au développement d’un nouvelle technique de moyennisation,
purement numérique, détachée de ces contraintes.

3.1.2 Moyennisation par fenétres

Cette nouvelle méthode de moyennisation se situe a la croisée entre controle optimal et
traitement du signal. Elle a également été développée par F. Chaplais, mais S. Bernard, étudiante
a ’ENS Cachan, a confirmé la validité de cette méthode en démontrant des résultats d’erreurs
similaires & ceux de la moyennisation ci-dessus, mais non asymptotiques [1]. On verra que certains
des concepts décrits précédemment vont étre conservés, auxquels vont s’ajouter de nouveaux
outils.
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Probleme générique

On s’intéresse a la résolution du probleme de contréle optimal suivant. Trouver u controle
non contraint, ) = R™, minimisant le colit intégral

J(u) = t:'f L(t, 2(t), u(t))dt, (3.9)
sous la dynamique p
{ % = 1{ta(t),u) @.10)
x(tg) = xo,

a variable indépendante finale fixée. La variable ¢ intervenant dans I'expression des fonctions L
et f représente ici les perturbations extérieures du systeme.
La commande u optimale, solution de ce probléme est obtenue en appliquant le Principe du
Minimum de Pontryagin faible. Les conditions nécessaires d’optimalité s’écrivent
OH
gu(ta I(t),p(t),po, ’LL) =0
x OH
7(t) - 7(75’ x(t),p(t),po,u)
dt 0
i i (3.11)

()= —%(tax(t),p(t),po, u)
x(to) = o
p(ty) =0.

Tout ’enjeu va résider dans I’élimination des perturbations, qui persistent dans ce systéeme
extrémal (3.11) (via la présence de la variable ¢ dans les seconds membres), rendant souvent
compliqué sa résolution numérique, et pouvant engendrer des cotits de calcul rédhibitoires.

Probléeme moyenné

Introduisons pour cela le filtre passe-bas linéaire croissant, que ’on peut voir comme un
opérateur de moyenne par morceaux

1 tir1

LPf( ) = —— [ fta)dt, i=0,n -1, (LP)
tit1 — Ui Je

pour une subdivision ¢ty < t; < ... < t,, = ty donnée. La moyennisation du systéme (3.11) conduit

aux relations

O 0,209, 0) = 0

SO = G (0,501 u()

& e (3.12)
Ly = - = (-, &(t),p(t),p",a(-))

Z(to) = xo

p(ty) =0,

dont on peut montrer qu’elles correspondent aux conditions nécessaires d’optimalité d’un pro-
bleme de controle optimal moyenné, ou la commande @ minimise

J(@) = /t LG 38, a()t, (3.13)

0

sachant que

di — i~
o= LP[f(-,&(t),a(-))] (3.14)
Z(to) = o,

a horizon fixé. On désigne ainsi par
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- I I’état moyenné,

- p I’état adjoint moyenné, associé a ’état Z,

- H(z,p,p° @) = (p, LP[f(-,%,a(-))]) + p°LP[L(-, %, u(-))] le Hamiltonien moyenné.
Le probleme de contréle optimal moyenné (3.13)-(3.14) défini de la sorte, approche le probleme
initial (3.9)-(3.10) dans le sens ou les quantités

t
AW = [ f-LPlflds
b (3.15)
I'(t)= | L— LP[L]ds.
to
sont uniformément petites, ainsi que leurs dérivées partielles d’ordre inférieur & deux par rapport
aux variables x et u. Ainsi la quantité que I'on considére comme « petite » ici est

oPHaA oprar
B <H dxPOud o H(‘):cpauq oo p-a < 2) . (310

Probléme induit

Cette fois, on dispose de résultats d’erreur reliant la solution du probléme de controle optimal
initial (3.9)-(3.10) a celle du systeme différentiel suivant, dit induit

— = f(t,&(t),a(t)) (3.17)

dépendants du parameétre «, et valable sur un intervalle du type [0, g, g > 0,

12 = Zll2 < kzcr
lu — |2 < kya et (3.18)
J(u) < J(a) < J(u) + kja?.

Les constantes ag, k., k, et kj sont connues. Le caractere asymptotique qui était propre aux
techniques « classiques » de moyennisation n’est plus présent, ce qui rend cette nouvelle méthode
d’autant plus robuste et adaptée aux considérations numériques.

Cette breve introduction a deux principales techniques de moyennisation, au sens de Cha-
plais et par fenétres, a permis de mettre en évidence leurs points communs et leurs différences,
et surtout de souligner les améliorations apportées par la seconde aux points faisant défaut la
premiere. La seconde méthode de moyennisation va étre appliquée aux problémes de transferts
optimaux a faible poussée décrits au Chapitre 2. Toutefois, nous montrerons que leur dyna-
mique pourra s’écrire sous la forme (3.2), forme qui sera retenue pour appliquer la méthode de
moyennisation par fenétres.

3.2 Démarche réalisée

Le processus de résolution des problemes de transfert optimal & faible poussée se situe au
croisement des deux techniques de moyennisation précédentes. Dans le sens ou, deux phases sont
distinguées dans leur traitement :

1. la dynamique (Dy), et plus généralement le probléme de commande optimale associé,
est transformée sous la forme « standard de Chaplais » (3.2) permettant de séparer en
variable angulaire (ce terme sera précisé par la suite) les mouvements lents du systéme, de
la variable angulaire rapide;

2. cette distinction étant réalisée, on procede a I’élimination de ce terme perturbateur via
le processus de moyennisation par fenétres, consistant a moyenner le systéme sur chaque
période orbitale.
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3.2.1 Transformation de la dynamique

Cette transformation se traduit par la mise sous forme standard de Chaplais, permettant
d’isoler la variable rapide, la longitude vraie L de position de I’engin spatial sur son orbite, afin
de procéder a son élimination ultérieure. Les parametres non angulaires décrivant le mouvement
du satellite vont dépendre ainsi d’une longitude lente, introduite artificiellement. Cette démarche
s’inspire de celle réalisée par S. Geffroy durant sa these [11]. Cette transformation va se diviser
en trois étapes :

1. une mise a I’échelle des variables dimensionnées ;
2. une formulation angulaire de I’ensemble des parametres ;

3. un passage sous forme standard.

Mise a I’échelle

Cette mise a ’échelle permet d’obtenir des variables sans dimension et proche de 1. Ce
procédé va également faire apparaitre plusieurs parametres dans les équations :

- ¢ lie a la faible poussée de l'engin;

- 7, au mouvement de la Lune et;

- £g au mouvement du Soleil ;
Numériquement, on constatera que

eKer KeEg.

Les variables auront ensuite la méme magnitude, ce qui facilitera la résolution numérique ulté-
rieure. Introduisons

U
Lt a=" m=" @ = (VME)
a’f af mo Umax

Influence sur la dynamique. Cette derniere va prendre la forme suivante, ou par souci de clarté,
les notations ont été simplifiées

dx
n ef(x,L)—+ > eaf(x, L)X
A=L,S
3
dm __ Umaz aiuﬁu (3.19)
a_ M
E = go($7 L) + 591(:%[’)7 + Z 5A91($, L)’Y_A>7
moAZLs

ou 'accélération associée a 'attraction luni-solaire s’écrit sous la forme modifiée suivante. Pour

A=1,5 )
Th=pa | M5 (41| [N, (3.20)

A Z

ol les composantes de cette accélération dans le repere inertiel équatorial (7, 7, ?) s’écrivent

T 1 %_X XA
MG e V(v (2 Y YAy izh|
I I I G
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_ 1 YfA—Y Y
’7,211:7 = 3 K 3|
MR R e C R R R

i S o7 _ Za
R e R R R R

Cette fois, les coordonnées cartésiennes, (X,Y,Z)  du satellite dans le repére inertiel équatorial
s’écrivent a l’aide des éléments orbitaux équinoxiaux normalisés, toujours grace a la relation (R;).
Les parameétres €5, et £g valent quant a eux

aj aj
EL = WL —, €S = Us—, (3.21)
I I

dans lesquels puyp = Gmp et us = Gmg désignent les constantes gravitationnelles lunaire et
solaire.

Influence sur la contrainte sur le contréle. La poussée est maintenant normalisée, ce qui se traduit
sur la contrainte par

||| < 1. (3.22)

Influence sur le coiit. Pour le critere temps minimum on a

T= /Yy (3.23)
w '

alors que pour le critére consommation minimum, la fonction cott J s’écrit
J = —mgmf(ty). (3.24)

Influence sur les conditions aux limites. Seules les conditions liées au demi-grand axe a et a la
masse de I’engin m sont modifiées

alto) = a—“ alty) ==L =1

f
p(to) = p p(ty) =ps pour p=f,g,hk (3.25)
L(to) = Lo L(ty) =Ly

m(ty) = 1 m(ty) libre.

Formulation angulaire

On va effectuer un reparamétrage de ces équations, en adoptant une formulation angulaire :
on exprime I’évolution des différents parametres en fonction de la variable angulaire rapide L et
non du temps. Ce dernier va alors apparaitre en tant que variable d’état, la position sur orbite
devenant la nouvelle variable libre. Il va d’ailleurs subir une autre transformation, devenant a
évolution « lente »

Ce changement est nécessaire a la mise sous forme standard qui va succéder.
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Influence sur la dynamique. Sil’on désigne par g, la variable x, L ou m, on peut écrire de maniere
générale

dg  dqdt

dL ~ dtdL’
et

dr  dt

dr ~ fdr

pour obtenir les équations suivantes

ef(@,D)Z + 3 eaf(z, L)TA

dx A=L,S

dL  go(x, L) +egi(x, L)”Zf” + > A= s€A91(7, L)7A

a3
dm moee \ 717l (3:27)

AL go(z, L) +egu (2, L) L 4 S0, ceagi(a, L)TA
dr €

AL go(2, L) + egi (2, L) L 4 S0, ) ceagi(a, L)TA

Ce systeme va étre légérement simplifié : on suppose que la variable angulaire L de position sur
orbite n’est influencée par aucune perturbation orbitale, ce qui nous conduit a la dynamique

dx 1 0

iL g (J:L)[f( +A§L:S€Afxm ]

dﬂ _ Umax (3.28)
= |:m0Ue\/>||7”]

di _ €

dL — go(x, L)’

Influence sur le coiit. Le critére temps minimum agit maintenant sur le temps lent 7

5
J = ZET(LJ«) (3.29)

Le critere consommation minimum de carburant s’écrit quant a lui
J = —mom(Ly). (3.30)

Influence sur les conditions aux limites. On dispose de

a(Lo) = a(Lf) =1
p(Lo) =po p(Lf) =ps pour p=f,g,hk (3.31)
7(Lo) = Eto 7(Ly) libre

m(Lg) =1 m(Ly) libre.

Mise sous forme standard

On se ramene a la forme standard de Chaplais en considérant le changement de variable
angulaire suivant

l=c¢L, (3.32)

nouvelle variable indépendante.
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Influence sur la dynamique.
7 sont divisés par €

Les seconds membres des équations associés aux variables x, m et

dx 1
—_ = — + ff T, — %4
i go(a, é) AZL:S
dm _ _Llnﬁn (3.33)
di g()(‘rv g)
dl B 1
- go(z, L)’
ol la constante & vaut % £
e\ ay
Influence sur le coiit. Le colit temps minimum prend la forme suivante
J a3 ! l 3.34
= ;gT( f) (3.34)
et le critére consommation minimum
J = —mom(ly). (3.35)
Influence sur les conditions aux limites. Ces derniers s’écrivent
a(lo) = ° ally) =1
ar
p(lo) =po p(lf) =ps pour p=f,ghk (3.36)
T(lg) = el T(lf) libre
m(lo) =1 m(ly) libre.

Si 'on récapitule, le probleme de transfert orbital a faible poussée sous perturbation luni-

solaire consiste a :

Trouver U vecteur poussée optimal minimisant le temps de transfert

J \/a31 l
= ;gT(f)

(Cr)
ou bien le carburant consommé
J = —mom(ly), (Cwm)
permettant, a partir d'un position donnée sur I'orbite initiale, d’atteindre la position voulue sur |'orbite
finale a
a(lo) = — a(ly) =1
af
p(lo) =po p(ly) =ps pour p=f,g,hk (C1)
T(lo) = €t() T(lf) libre
m(lo) =1 m(ly) libre,
sous la dynamique
dx 1 I o €4 I
TN T, —)— + z, — €T, —
T oD (e Dnt 2 P e
d 0
G =l (D)
dl gO(‘T7 c
dl B 1
i go(z, L)’
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3.2.2 Moyennisation sur chaque période orbitale

Afin de résoudre le probleme de controle optimal transformé, défini par (Cr)-(Car)-(Cr)-
(D) (cas temps minimum) ou bien (Cy;)-(Cur)-(Cp)-(D) (cas consommation minimum), on va
moyenner la dynamique sur chaque période orbitale, en éliminant le mouvement rapide représenté
par la variable é Cette approximation apparait tout de suite valide, du moins au niveau physique
puisque les parametres orbitaux équinoxiaux de ’engin, ainsi que sa masse ne varie que peu sur
chaque période orbitale.

On introduit alors I'opérateur de moyenne par morceaux LP, défini par (LP), en subdivisant
I'intervalle [Lo, L] (& laquelle appartient la variable par rapport a laquelle on moyenne) en N
sous-intervalles de longueur 27. L’entier naturel N représentant le nombre total de révolutions
de I'engin autour de la Terre, que 1’on fixe. Le probleme de controle optimal moyenné va s’écrire

Trouver U vecteur poussée optimal minimisant le temps de transfert

3

ay 1
f
J=1/—=—7(l C
[ ET( f)v ( T)
ou bien le carburant consommé
J = —mom(ly), (Cwm)

permettant, a partir d'un position donnée sur I'orbite initiale, d'atteindre la position voulue sur |'orbite
finale

lo

=

ao
" a(ly)
0

(lo)
p(lo) =po p(ly)=ps pour p=f.ghk (C1)
7(lg) = etg  T(ly) libre
m(lo) =1 m(ly) libre,

sous la dynamique

dr 1 () €4 —

a LP 90(1’7 ) f( > ) m +A§S c f(‘rv )’YA(ZU, )

dm _ pl 0w (D)
i Lff@ S|

a =LP [90<$7 ) ’

Passons maintenant a sa résolution.

3.3 Structure du contréle optimal

Le probleme de transfert optimal a faible poussée étant maintenant sous la forme requise pour
I’application de la méthode de moyennisation, il ne nous reste plus qu’a s’intéresser a sa résolution
effective. Cette résolution repose essentiellement sur 'application du Principe du Minimum de
Pontryagin dans sa version forte. Ce théoreme va nous permettre d’obtenir I’expression de la
commande optimale solution, ainsi que de la trajectoire optimale associée. Concentrons nous
dans un premier temps sur le calcul effectif de cette commande particuliere. Pour cela, on écrit
d’abord 'expression du Hamiltonien non moyenné associé au systéme de controle

HGrmpeprpnnd) = s [ (pe (e D) + % (pe, fa DALY + % (pe- £ (2. D) + 7 — oo T ]
= oo e (P e )+ 5 (F (e ) 02 ) + 22 (f (2 )00 7)) + 0 — S| W
(H)
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ou p, = (pa,pf,pg,ph,pk)T, pr et py, représentent respectivement les états adjoints associés aux
parametres orbitaux équinoxiaux non angulaires z = (a, f, g, h, k)T, au temps lent 7 et a la
masse m. Le controle optimal est alors solution du probleme de minimisation suivant
l : l
H(z,7,m, Pz, Pr, Py U o) = H%‘I‘EIH(%T,m,pz,pT,pm, 7, ). (Crmin)

Afin de résoudre ce probléme d’optimisation, on va effectuer la décomposition suivante

U = nu, (3.37)

ou n désigne la norme de U dans le repére local tangentiel-normal, et u, le vecteur direction,
de norme égale a 1. Cette écriture du contrdle va permettre de découpler la minimisation du
Hamiltonien, puisque

U eB0,1) — 0<n<1etu,eS0,1). (3.38)
Ecrivons alors cet Hamiltonien en fonction de ces nouvelles variables
l 1 1 l l l
H(x>T,m7Pz»PT,pm7n7 Un, g) = QO(LU, é) |:n (E <f(xv ;)Tp:vyun> - 6pm) + % <f(337 g)szv'Y_L)> + E?S <f(1‘7 E)sz:'Y_S)> +p7'i| 5
(H1)

et procédons a son optimisation.

3.3.1 Premiére minimisation

Minimiser (/) par rapport a la variable u, € S§(0,1) équivaut & minimiser la fonction

suivante ;
J1::<f@;€)Tpuun>. (3.39)
Sa solution est donnée par le théoreme de Karush-Kuhn-Tucker d’optimisation sous contraintes
o f@hHTp,
p=—ie) Pe (S1)
1f (@, 2) " pall

que l'on remplace ensuite dans ’expression du Hamiltonien (/)

[ (=1 D el = 00m ) + =2 (£, 2w, 72 ) + 22 (50, Do T ) + 0

(Hz2)

l 1
H($7T7m7paﬂ7p7'7p7rhn17): 1
€ go(z, 2)

3.3.2 Seconde minimisation

La minimisation du Hamiltonien (H2) par rapport a n € [0, 1] se réduit & la minimisation de
la fonction

1 IT
=|-— =)' 'pell = 0pm | 1, A4
T2 = (=1 )l = 0 ) (3.40)
dont le signe dépend de la fonction ¢ = % | f(x, é)Tpr + 0pm, appelée fonction de commutation,
fosig<0
”{1g¢>a (52)
Le contréle optimal vaut donc
= 0sip <O
=9\ _ @) (S)
7. DyTpay 9> 0

a priori quelque soit le probleme de transfert orbital considéré, a temps minimum ou a consom-
mation minimum. Cependant, dans le cas du transfert a temps minimum, ce contrdle optimal
ne reste pas discontinu.
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3.3.3 Cas du transfert a temps minimum

Dans cette situation, le signe de la fonction de commutation ¢ peut étre déterminée pré-
cisément. Son signe dépend de celui de la variable adjointe associée a la masse m, p,,, dont
I’évolution est donnée par

dp 1 [ n l
m (7@ DT ) =@ ) Tl < 0 (34

dl m2go(x, L) m2go(z, L)

Ainsi, le parametre p,, est strictement décroissant. De plus, puisque m(ls) est libre, on dispose
de la condition de transversalité suivante, py,(lf) = 0, ce qui nous permet de déduire que p, est
une fonction positive. La fonction de commutation ¢ est donc de méme signe, conduisant a la
stratégie de poussée optimale suivante

INT
i e o)

) pall
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Chapitre 4

Approche numérique : outils et
meéthodes

On s’intéresse dans ce chapitre a la mise en ceuvre effective du point de vue numérique
des techniques permettant de résoudre les probléemes de transferts orbitaux a faible poussée
sous perturbation luni-solaire. On montre dans un premier temps que 'application du Principe
du Minimum de Pontryagin au probléme moyenné, effectué « partiellement » dans le chapitre
précédent pour le calcul de la commande optimale, conduit a I’écriture d’un probléme aux limites,
ou figure entre autres la dynamique moyennée du probleme de transfert étudié. Ceci étant fait,
on décrit le processus réalisé pour résoudre ce probléme aux deux bouts (autre dénomination
pour probléme aux limites), au niveau des outils utilisés.

4.1 Probléme aux limites

Dans le chapitre précédent, nous avons, pour résoudre le probleme de transfert orbital a
faible poussée moyenné sous perturbation luni-solaire, eu recours au Principe du Minimum de
Pontryagin fort. Ce dernier a été utilisé d’abord pour ’écriture de I’expression de la commande
moyennée optimale, donnée par (S) (et en particulier (S7) pour le critére temps minimum),
dont on remarque qu’elle présente deux composantes : une lente via la variable indépendante [,
et une rapide via la variable é Ce qui est caractéristique des techniques de moyennisation en
controle optimal. Sa substitution dans le systéme extrémal moyenné, obtenu par différentiation
du Hamiltonien moyenné, conduit aux équations suivantes

0 = 52 al@), 70,020, pr 0) (D). 01, )

0 = S0 0,700, 0.7 0D, )

dm OH

ddl(l) = 8])5};[7 '7x(l)vT(Z)vm(l)apx<l)>p7(l)vpm(l)au(l> )) (SEl)
0 = =G 20,70, m(0),ps (1. p- (1), pn(D) (1. )

Bty = 220, w0), 70, ), D), e 1) P (), . )

dp OH

77@) = _%(lv : ,JT(Z),T(l),m(l),px(l),pT(l),pm(l),u(l, ))

ott H désigne le Hamiltonien moyenné H(, -, 2, T, M, Py, Dry Dy U) =

LPH(, -,x,7,m, Dz, Pr,Dm, u(l, -))]. Ce systéme extrémal est vérifié pour tout I € [lg,lf], ot
'on désigne de maniére inchangée par x les parameétres orbitaux non angulaires (a, f, g, h, k)T,
7 le temps lent et m la masse de ’engin, avec p,, pr et p., les états adjoints associés. Ces
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équations peuvent s’écrire de maniere équivalente en faisant intervenir le Hamiltonien minimisé,
correspondant a inclusion de I’expression du controle optimal (S5) dans le Hamiltonien (H).
Par exemple, pour le probleme de transfert & temps minimum ce dernier s’écrit

Hoin (@ 7,77 Do e P, L é) - go(; ) [—%Hﬂ% éfpacll + = <f(a:, é)%ﬂ} += <f(w, é)Tpx,w—g> +pr— 5pm} ,
(Humin)
d’ou 'on obtient
g;(l) =LP [:%[I::n(l’ .7x(l),'r(l),m(l),pm(l)’pT(l%pm(l))}
T =1Lp { %;L-in 0 .,x(z),T(Z),m(z),px(z),pr(z),pm(l))}
%(Z) =LP P@ min (1, -7fL’(l),T(l),m(l),px(l),pT(Z)’pm(l))}
dp 3 (SE)
() =-LP [ nin .,x(z),T(z),m(l),pz(z),pT(z),pm(l))]
%@ =-LP [8H’;”” (1 -,:c<1>,T<Z>,m<1>,px<z>,p7<z>,pm<z>>}
dg—;”(l) =—-LP [@ggn (1, .,x(l),T(l),m(l),px(z),pT(g),pm(l))]

A ce systéme extrémal doit s’ajouter naturellement les conditions que doit vérifier ’état aux
bornes du domaine d’intégration, données par (C7), et reprécisées ici

ao

a(lo) = — a(lf) =1

af
p(lo) =po p(ly) =py pour p=f,ghk (Cp)
7'( 0) = Eto T(lf) libre

l
m(lo) =1 m(ly) libre;

ainsi que les conditions de transversalité que doivent vérifier les états adjoints concernés, a

longitude lente finale [ ¢
2
1. /%
pr(ly) =2 V H (Car)

pm(l f ) =0,
pour le critére temps minimum, et

pT(lf) =0
{ pm(ly) = —mo, (Cac)

pour le critere consommation minimum.

Concernant le probleme de transfert orbital a consommation minimum, quelques remarques
s’imposent. En effet, la discontinuité de la commande optimale obtenue (5) entraine une discon-
tinuité au sein du second membre du probléme aux limites donné par le Principe du Minimum
de Pontryagin, rendant sa résolution numérique par les méthodes usuelles particulierement com-
pliquée, car les routines existantes ne permettent généralement pas de gérer ces difficultés. Pour
y remédier, on a trés souvent recours a deux types de techniques, afin de donner au second
membre un caractere continu :

- les méthodes homotopiques. Ces méthodes ont été notamment appliquées avec succeés pour
le traitement du probleme de transfert orbital a faible poussée a critére consommation
minimum, sans perturbation environnementale (Thése de T. Haberkorn [13]);

- les méthodes de pénalisation intérieure [18].

On dispose des lors de toutes les conditions permettant de garantir le caractere bien posé de
ce probleme auzr deuxr bouts. Tout I’enjeu réside maintenant dans la détermination du processus
de résolution numérique approprié au traitement d’un tel probleme.
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4.2 Résolution numérique du probléme aux deux bouts

Passons a I'exposé de la démarche mise en ceuvre pour la résolution du probléeme auz li-
mites (SFE2)-(Cg)-(Car). Rappelons que 'on ne s’intéresse qu’au probléme de transfert orbital
a faible poussée a temps minimum sous perturbation luni-solaire, car dégagé de tout inconvénient
de discontinuité.

4.2.1 Processus mis en ceuvre

Décrivons dans un premier temps l’environnement choisi pour I'implémentation effective sur
ordinateur. Le choix du langage de programmation s’est porté sur Matlab. Plus précisément,
la version 2015a a été utilisée, sous PC Asus a 8 Gb de RAM avec un processeur a 2.3 GHz.
En ce qui concerne le processus de résolution, celui-ci se réduit principalement aux deuzr étapes
suivantes :

1. Pexpression de la dynamique du probleme aux deux bouts doit étre obtenue ezxplicite-
ment. Ce procédé va faire appel a des méthodes de différentiation, d’interpolation et de
moyennisation numérique ;

2. une fois le second membre bien défini, il nous faut choisir un algorithme de résolution de
problémes aux limites. Le choix se portera sur une méthode de tir multiple (nous verrons
par la suite pourquoi cette méthode s’est avérée étre la plus pertinente, et surtout efficace).

4.2.2 Obtention de la dynamique

La définition de la dynamique du systéme extrémal (S FE5) moyenné nécessite d’avoir recours
a de la différentiation, de I'interpolation et de l'intégration numérique (pour la moyennisation).
Ce qui nous allons voir de maniere précise ci-dessous.

Différentiation

La différentiation du Hamiltonien minimisé (H,,;,, ), nécessaire a ’obtention de la dynamique
des variables adjointes p;, pr, et p, a été réalisée de deux fagons différentes : formellement pour
Pz €t pm, et numériguement pour p,. La différentiation numérique est nécessaire puisque le
Hamiltonien (H,,;,) ne dépend du temps lent 7 que via les positions de la Lune et du Soleil

(XL7YL7ZL)7 (XS7YS7ZS)7

connues par le biais d’éphémérides. Une étape d’interpolation préalable est donc nécessaire.

La différentiation formelle a été réalisée via une toolbox spécifique de Matlab, dénommée
Symbolic Math Toolbox, permettant également de générer les fonctions Matlab des expressions
calculées. Pour la différentiation numérique, une méthode de différences finies centrée a été
choisie pour approcher la dérivée partielle de (F,,;,) par rapport & 7 en un point donné. Cette
approximation est d’ordre deux par rapport au pas de subdivision choisi h.

Interpolation

La simulation du mouvement de la Lune et du Soleil, nécessaire a 1’écriture de ’accélération
perturbatrice luni-solaire, nécessite l'interpolation d’éphémérides tabulées, comme précisé en
section 1.3.1 lors de I’écriture de son expression. Cette interpolation a été réalisée via une fonction
Matlab, appelée griddedInterpolant, permettant, a partir des données temporelles et de position
associées, de créer une structure, représentant 'interpolant, qui peut ensuite étre évalué. Cette
fonction présente également une option permettant de choisir le type d’interpolation : linéaire,
cubique, spline, etc. Pour l'interpolation des éphémérides de la Lune et du Soleil, I'interpolation
par des fonctions splines a été choisie.

43



Moyennisation

La moyennisation par fenétres a été réalisée par intégration numérique, en utilisant une
formule composite de Simpson. Il s’agit d’une formule de quadrature interpolatoire obtenue en
approchant la fonction a intégrer par son polynéme d’interpolation de degré 0, sur 'intervalle
d’intégration. Elle repose sur une formule de type point-milieu [19].

4.2.3 Résolution du systéeme différentiel

Supposons maintenant que nous avons a notre disposition la dynamique de notre probléeme
aux limites bien définie, munie des conditions aux bords a satisfaire. Il faut des lors procéder a
la sélection de la méthode de résolution la plus appropriée pour cette catégorie de problémes.
Généralement, on distingue deux classes d’algorithmes pour résoudre les problémes auzr deuz
bouts [10] :

- les méthodes faisant intervenir des problémes d wvaleur initiale. Le probleme aux limites
est transformé en une succession de problemes de Cauchy, résolus grace a des intégrateurs
numériques. La méthode de tir multiple en est un exemple. Ces méthodes sont particulie-
rement adaptées lorsque la variable indépendante du systéme représente un temps, ou une
variable ayant le méme comportement qu’un temps;

- les méthodes de discrétisation globale, comme par exemple les méthodes de différences
finies ou de collocation. Ces méthodes conviennent plutét lorsque la variable indépendante
du probleme aux limites correspond a une variable spatiale.

Au vu de ces remarques, la méthode de tir multiple parait étre la plus appropriée pour le
traitement des problemes de transfert a faible poussée sous perturbation luni-solaire. En effet,
la variable indépendante étant la longitude, plus précisément la longitude lente, elle se comporte
comme une variable temporelle. Auquel on peut ajouter que de tels problémes ne peuvent pas se
généraliser sous la forme d’équations aux dérivées partielles. La méthode de tir multiple présente
d’autres avantages, telles que la trés grande précision numérique, particulierement importante
pour ce type de problemes. Toutefois, nous allons voir qu’elle présente un inconvénient de taille
pouvant rendre son utilisation assez difficile. Expliquons brievement en quoi cette méthode
consiste.

Principe de la méthode de tir multiple [10]

Considérons le probléme aux deux bouts suivant, autonome ou non (choisi autonome ici par
souci de clarté)

/
y:f(y) tG]CL,b[
BV P
{ r(ya),y(b) =0 yeR", (BVP)
ol les fonctions f : R” — R™ et 7 : R® x R® — R" sont supposées de classe C2. On subdivise
I'intervalle [a,b] en m — 1 sous-intervalles [t;,t;+1], i =1,...,m — 1. Les points ¢;, i =1,...,m
forment les neeuds de la partition, auxquels on définit les estimations z; € R™, i =1,...,m de

la solution recherchée de (BV P). Introduisons les m — 1 problemes de Cauchy, chacun étant
défini sur un intervalle [t;, t;41]

{ y = f(y) t €t tiva] (IVP)

dont la solution, notée y;, peut s’exprimer en terme de flot ®

yi(t) = (I)t’tixi, t e [tiati—i-l] s 1= 1, Lo, — 1. (Sl)
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Afin de déterminer la solution « globale » de (BV P), il nous faut joindre continiment les sous-
trajectoires y; aux noeuds intérieurs, conduisant aux conditions de continuité suivantes

Fi(zi,wiq) = @0l — 2y, i=1,...,m— 1, (Ce)
auxquelles s’ajoutent naturellement les conditions aux deux extrémités de I'intervalle [a, ]

Fr(x1,2m) = r(x1,2m) = 0. (Cp)

On se réduit ainsi a la détermination des valeurs approchées z; € R™, i = 1,...,m de la solution
de (BV P) aux noeuds de la subdivision choisie (appelés également points de tir) satisfaisant les
conditions (C.) et (). Ce qui nous conduit a I’équation non linéaire

Fi(z1,22) x1
Fr) = : =0, z=|: € RV™, (F)

Fm(fpluxm) Tm

mxXm nxm

La méthode incontournable pour résoudre un tel systéme non linéaire reste sans conteste la
méthode de Newton :

F'(z")Axk = —F(2¥), 2" =2F + A2k, k=0,1,... (V)
o choisi.

La détermination des corrections nécessaires AzF nécessite le calcul de linverse de la matrice
jacobienne F'(z*) & chaque itération k

Azt = —F'(z*)71F(zh), (LS)

ce qui peut s’avérer particulierement cotiteux. Le recours a la méthode de Newton, a convergence
locale, oblige a choisir une initialisation zy suffisamment proche de la solution de (F'), pour
assurer la convergence de la méthode. Ce qui peut étre particulierement délicat.

Routines sélectionnées

P. Deuflard, G. Bader et L. Weismann ont écrit une routine Fortran, baptisée BVPSOL (pré-
sente dans la bibliotheque CodeLib) permettant de résoudre des problémes aux limites linéaires
ou non linéaires grace aux méthodes de tir simple ou multiple. Elle utilise une méthode de
Gauss-Newton avec au choix deux solveurs pour la résolution du systeme linéaire (LS) : une
« locale » basée sur un algorithme de réduction (au lieu de décomposer la matrice jacobienne
F’ (ack) a chaque itération k£ pour l'inverser, on décompose une matrice spécifique, notée E, et
ce une seule fois, de taille inférieure, ce qui réduit tres nettement les cofits de calcul), et une
« globale » (décomposition QR). Cette routine permet également de choisir l'intégrateur que
I’on souhaite utiliser pour résoudre les problemes de Cauchy sous-jacents, suivant qu’ils soient
raides ou non, comme par exemple DOPRI [15] (systémes différentiels du 1°¥ ordre non raides)
ou RADAU [14] (systemes différentiels du 1°* ordre raides).

Pour le traitement du probleme de transfert orbital traité dans ce manuscrit, nous avons choisi
d’utiliser la routine BVPSOL accompagné de l'intégrateur RADAUS sous Matlab. En effet, il est
possible d’utiliser des routines Fortran (ou C, C++) sous Matlab, en utilisant des fichiers MEX
(pour Matlab executable). Concernant la routine RADAUS, il s’agit d’une méthode de Runge-
Kutta implicite (RADAU ITA) d’ordre 5, avec contrdle du pas d’intégration. Elle a été écrite
par E. Hairer et G. Wanner [14] et est particulierement adaptée pour les systémes différentiels
raides d’ordre 1.

45



Chapitre 5

Résultats obtenus et interprétations

On présente dans ce chapitre les résultats obtenus en appliquant la stratégie de résolution dé-
crite au Chapitre 4 au probleme de mise a poste optimale géostationnaire électro-ionique (décrit
plus précisément a la section 1.1), exemple particulier de transfert orbital & faible poussée. Plus
précisément, seule la situation du transfert plan est traitée; dans un premier temps sans per-
turbation environnementale (seule la poussée est considérée en tant que perturbation orbitale),
puis avec perturbation luni-solaire.

5.1 Caractéristiques de la mission

La mission consiste a transférer le satellite de télécommunications sur I'orbite géostationnaire,
décrite par les éléments orbitaux non angulaires suivants

af = 24505.9 km

ay = 24505.9 km fr=0.725
ey = 0 - gr = 0 (GEO)
i =0rad hf=6.116 x 1072
ky=0,
et la longitude finale
Lf =190 x 27 rad. (Lf)

On fixe de plus, via cette longitude donnée, le nombre total de révolutions de I’engin autour de
la Terre a 190. L’orbite de départ, dite de transfert, correspond a celle délivrée par un lanceur
Ariane 4

ag = 42165 km ag = 42165 km

eo = 0.725 fo=0

wo = 0 rad - go=20 (GTO)
i() =0.122 rad ho =0

Qo =0 rad ko =0,

ou la longitude initiale vaut
LO =0 rad. (Lo)

Ce transfert orbital, ou plutot ce rendez-vous (car la longitude finale est précisée), est réalisé
grace a un systéme de propulsion électro-ionique présentant les spécifications suivantes [11] : le
module de poussée maximal est fixé a

Umaz = 0.35 N, (M)

et la vitesse d’éjection des ions a
ve = 19.620 km.s™ 1, (V)
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La masse de I'engin est variable, et sa masse initiale est égale a
mo = 2000 kg. (mo)

Concernant les données physiques, les constantes d’attraction de la Terre, de la Lune et du Soleil

valent
p = 398600.47 km3.s72

pr, = 4902.798 km3.s72 (5.1)
ps = 1.327154.10'" km3.s72.

L’ensemble de ces données numériques nous permettent d’en déduire la valeur des parametres
€, €1, €5 et J, extraits des équations du mouvement apres mise a 1’échelle des équations

U a*
e =" ) — 7.8055.10
mo W
2
ay 7
e, = ,UJL; = 2.1868.10
52 (5.2)
£g = Mng = 5.9194.10™
1
§=— 2 =0.1567.
ve \ ay
On remarque ainsi clairement que
eker Kes. (5.3)

Rappelons que 'on étudie seulement le transfert orbital plan, en identifiant dans les équations
étudiées le plan du mouvement au plan équatorial (I, .J), et en orientant les accélérations
perturbatrices 'ﬁ (que ce soit laccélération due a la poussée ou a l'attraction luni-solaire)
dans ce plan. On ne considére ainsi que les parameétres orbitaux équinoxiaux (a, f, g)" (puisque
h = k = 0), et les parametres orbitaux képlériens (a,e) (car lorsque l'inclinaison i est nulle,
largument du périgée w et la longitude du noeud ascendant €2 sont non définis).

Afin d’avoir un point de comparaison avec des résultats précédemment obtenus sur des pro-
blémes de transfert orbital a faible poussée similaires (données numériques issues de la These de
S. Geffroy [11]), on adopte une présentation adaptée a I'interprétation des résultats, permettant
d’identifier directement les points de concordance ou de divergence. On va ainsi donner, que ce
soit pour la mise a poste & temps minimum avec ou sans perturbation luni-solaire

- les cotits de transfert, en terme de durée At =ty —ty, et de variation de masse (carburant
consommé) Am = mg — my;

- évolution temporelle des parametres orbitaux képlériens (plus « parlant » du point de
vue physique), des rayons de périgée r, = a(1 — e) (distance entre le centre de la Terre
et le périgée de l'orbite) et d’apogée r, = a(l + e) (distance entre le centre de la Terre et
Papogée de l'orbite), de la masse du satellite et de la longitude vraie;

- Pévolution angulaire de la loi de poussée tout au long du transfert : composantes (ur, uy)
dans le repeére local tangentiel-normal, direction de poussée (angle 1) dans le plan orbital
(correspondant au plan équatorial). Le module de poussée ne sera pas représenté, étant
constant et maximal (égal & 1);

- la trajectoire du satellite dans le repére géocentrique inertiel équatorial.

On présente également en annexe a ce manuscrit I’évolution des états du systéme (éléments
orbitaux équinoxiaux, temps lent et masse) en paralléle de leurs variables adjointes, en fonction
du temps.
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5.2 Mise a poste sans perturbation environnementale

On ne considere ici que les perturbations orbitales issues de la poussée de I'’engin. L’objectif
du traitement de ce probléme est de vérifier si I'application de la méthode de moyennisation
par fenétres permet, dans la situation ou les perturbations environnementales sont négligées, de
retrouver des résultats trés similaires a ceux établis par S. Geffroy lors de sa these. La méthode
de moyennisation au sens de Chaplais y avait été appliquée. Voici les résultats obtenus.

Les cotits de transfert valent
At = 135.4457 j

Am = 208.7603 kg. (CT)
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FIGURE 5.1 — Evolution des paramétres physiques sans perturbation luni-solaire
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FIGURE 5.2 — Trajectoire sans perturbation luni-solaire
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Les figures 5.1 et 5.2 représentent respectivement I’évolution des parametres physiques (ca-
ractéristiques orbitales et masse) en fonction du temps, et la trajectoire du satellite, dans le
repere inertiel équatorial. La figure 5.3 donne quant a elle I’évolution des composantes tangen-
tielle et normale du vecteur poussée optimal, en fonction de la longitude (position de ’engin
spatial sur son orbite). On précise également la valeur d’un certain angle, noté 1, qui permet
de caractériser la direction de poussée par rapport au vecteur vitesse (de méme direction que le
vecteur de base ?) dans le plan orbital (qui coincide dans le cas du transfert plan avec le plan
équatorial)

up = ||| cosp = cos v

un = Hﬁ” sin ) = sin 1. (5.4)

Dans la figure 5.3 représentant la commande optimale, on effectue également un zoom sur une
période orbitale donnée.
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FIGURE 5.3 — Poussée sans perturbation luni-solaire
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Ces graphiques, a premiére vue, permettent de souligner le résultat fondamental de la mé-
thode de moyennisation, déja mis en évidence théoriquement, a savoir que la commande moyen-
née présente bien une composante rapide (présence d’oscillations dans la figure 5.3), contraire-
ment aux états moyennés qui sont a évolution lente.

Analysons maintenant de plus pres la stratégie de poussée. Celle-ci va consister essentiellement
a déformer la taille et la forme de 'orbite, autrement dit son demi-grand axe a et son excentricité
e. La stratégie obtenue est quasiment identique a celle mise en évidence par S. Geffroy [11] (dans
le cas général du transfert 3D), a savoir la présence de deux phases différentes :

1. une phase dite d’accélération : le satellite est propulsé dans le sens de son vecteur vitesse
(dans la méme direction que le vecteur de base T') au niveau du périgée et de 'apogée, ce
qui entraine une augmentation des rayons de périgée et d’apogée;

2. une phase de décélération : I'engin spatial subit une poussée dirigée vers le vecteur vitesse a
I'apogée, mais dans le sens opposé au niveau du périgée, ce qui conduit a une augmentation
du rayon de périgée et a une diminution du rayon d’apogée.

Le changement de phase se déroule légérement avant mi-transfert. On remarque ainsi que ’apo-
gée est plus élevée que 'altitude géostationnaire, ce qui définit une orbite supersynchrone. On
comprend ainsi mieux la seconde phase de poussée, permettant de réduire le rayon d’apogée
en réalisant des corrections au niveau de 'apogée de ’orbite, la ou la vitesse du satellite y est
moindre.

5.3 Mise a poste sous perturbation luni-solaire

Passons maintenant a I’étude de la mise a poste géostationnaire sous perturbation luni-
solaire. Ce transfert, dépendant du mouvement de la Lune et du Soleil, dépend de la date
sélectionnée pour le début de la mission. Nous avons choisi la date du 1° septembre 2015, a
minuit. A priori, attraction luni-solaire n’altérant que tres faiblement le mouvement orbital de
I’engin, on ne devrait pas observer de modification tres sensible des résultats par rapport aux
résultats précédents. On se demandera donc si :

- ’on observe des évolutions similaires pour les parametres orbitaux, la masse de I’engin et
les rayons de périgée et d’apogée ?

- la stratégie de poussée est bien équivalente a celle mise en évidence en 'absence de per-
turbation environnementale ?

- les cofits de transfert sont proches?

Pour les coiits de transfert, on obtient cette fois

At = 135.0423 j

Am = 208.1386 kg. (CT)

Ce qui représente un écart avec le cas précédent de 9.69 h sur la durée de transfert, et de 621.7 g
sur la consommation de carburant. On a ainsi un léger surcofit.

Comme précédemment, on a représenté ’évolution des parametres physiques caractérisant
lorbite et ’engin spatial en fonction du temps, ou bien de la longitude de position sur orbite
pour la commande optimale (Figures 5.4, 5.5 et 5.6).
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FIGURE 5.4 — Evolution des paramétres physiques avec perturbation luni-solaire
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FIGURE 5.5 — Trajectoire avec perturbation luni-solaire

Le comportement des éléments orbitaux képlériens, des rayons de périgée et d’apogée, et de
la masse reste inchangée, de méme que la trajectoire de ’engin spatial. Concernant la stratégie
de poussée, celle-ci reste quasiment identique. On peut ainsi répondre positivement aux questions
posées ci-dessus.
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Conclusion et perspectives

La technique de moyennisation par fenétres, appliquée a la résolution des probléemes de
contréle optimal des transferts orbitaux a faible poussée, s’avere ainsi particulierement fruc-
tueuse. Dans le sens o, elle fonctionne aussi bien dans le cas dit « képlérien » (seule la poussée
est considérée comme perturbation orbitale), ou lorsque ’on considere les forces d’attraction luni-
solaire. Les simulations numériques, appliquées au probleme de mise a poste géostationnaire a
temps minimum d’un satellite de télécommunications, conduisent & des résultats probants, qui
ont pu étre comparés (a données numériques identiques) a des résultats antérieurs, établis par
S. Geffroy [12] avec la méthode de moyennisation au sens de Chaplais (dans lequel 'hypothese
de périodicité est nécessaire).

Cette méthode de moyennisation s’applique, comme nous ’avons vu, au traitement des pro-
blemes de transfert optimaux a consommation minimum. Nous avons pu mettre en évidence,
grace a l'application du Principe du Maximum de Pontryagin, le caractére discontinu de la
commande optimale associée. Cette discontinuité se maintient dans le probleme aux limites ré-
sultant, vérifié par les états du systeme mécanique et les états adjoints, ce qui complique sa
résolution. Pour y remédier, une approche consiste a recourir aux méthodes de pénalisation in-
térieure, décrites dans [18]. Cette technique a été appliquée, durant le stage, du point de vue
théorique pour les problemes de transfert a consommation minimum, et nécessite seulement une
implémentation numérique, en combinant la stratégie de résolution numérique présentée dans
ce manuscrit, avec les méthodes de continuation.
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Annexe A

Quelques résultats supplémentaires

Dans cette annexe, on précise quelques résultats complémentaires a ceux présentés au Cha-
pitre 5. Notamment concernant les états adjoints du probleme de contréle optimal moyenné,
dont on donne I’évolution au cours du temps.

A.1 Mise a poste sans perturbation environnementale
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FIGURE A.1 — Etats

et variables adjointes
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A.2 Mise a poste sous perturbation luni-solaire
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FIGURE A.2 — Etats et variables adjointes
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